Elektrodynamik
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1 Elektrostatisches Feld

1.1 Coulombsches Gesetz

Man denke sich den dreidimensionalen euklidischen Punkt-
raum. Weiterhin soll im Modell gefordert werden, dass je-
der Punkt von Vakuum oder Luft umgeben ist, ohne niaher
zu beschreiben, was damit gemeint sein soll.

Legt man zwei Punktladungen in den Raum, so wirkt auf
eine der Ladungen geméfl dem coulombschen Gesetz eine
Kraft. Der Betrag der Kraft ist
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und die Wirkung ist in Richtung der jeweils anderen Punkt-
ladung, falls beide ein unterschiedliches Vorzeichen ha-
ben. Bei gleichem Vorzeichen zeigt die Kraft genau in die
entgegengesetzte Richtung. Hierbei sind g1, g, die Werte
der Punktladungen, r der Abstand beider und ¢; eine ex-
perimentell bestimmbare Konstante. Dieses experimentell
uberpriifbare Gesetz soll unsere axiomatische Grundlage
fiir alle weiteren Betrachtungen bilden.

Nach Newton wirken auf beide Punktladungen Krifte,
die gleich grof8 und genau entgegengesetzt sind. Das heif3t
es gllt F1 = —Fz.

Mit x1, x5 sollen nun die beiden Punkte bezeichnet wer-
den, bei denen die Punktladungen liegen. Nach der Wahl
eines Koordinatenursprungs und einer Orthonormalbasis
konnen die Punkte auch mit den Koordinatentupeln x; =
(xg1, Xk2, Xk3) identifiziert werden.

Sei r;j = x; — x;. Bei r;; handelt es sich um ein Element
des euklidischen Vektorraumes, und von einem solchen
lasst sich der Betrag bilden. Das gibt Motivation zu folgen-
der Definition: sei 7;; := ‘%‘ AuBBerdem ist r = |ri2| = |ra1].

Bei ry; handelt es sich nun um den Verschiebungsvektor,
welcher von ¢; aus nach q; verschiebt. Entsprechend ist
721 der Richtungsvektor, welcher von ¢; aus nach g, zeigt.
Kraft ist nun das Produkt aus Richtung und Betrag. Daher
gilt

Fy = —sgn(q1q2) Fa1|F1].
Rechnet man sgn(q192) |9192| = 192 so ergibt sich also
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Bei mehreren Ladungen werden sich die Krifte iiberlagern.
Gibt es also mehrere Ladungen q; bis g, so ergibt sich

Fj = Z FU
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wobei F;; die Kraft ist, welche von g; aus auf g; zeigt. Damit
ergibt sich
o~ B Ty
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Alle Faktoren, die nicht vom Laufindex i abhéngig sind, las-
sen sich aus der Summe herausbringen. Man erhalt
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Nun héngt der Rest in der Summe aber nicht von q; ab. Das
gibt Motivation zur Definition der elektrischen Feldstdrke.
Ist g eine Probepunktladung und F die Kraft auf diese La-
dung, so gilt

E:=—.
q
Jeder Punkt x im Punktraum erhélt damit eine elektrische
Feldstirke E(x). Dieses Vektorfeld bezeichnen wir als das
elektrostatische Feld.
Fir eine diskrete Verteilung von Punktladungen gilt
demnach

X — Xk
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E(x) = (2)
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Diese Formel ist mathematisch praktischer, aber immer
noch dquivalent zum coulombschen Gesetz. Wenn E(x) be-
rechnet ist, so ist damit auch F = gE(x) bekannt. Mit E(x)
als Ausgangspunkt soll nun die mathematische Struktur
des elektrostatischen Feldes untersucht werden. Dazu be-
schrinken wir uns zur Vereinfachung zunichst auf eine
einzige Punktladung go. Demnach gilt nun

E(x) = 4ﬂ (X—XO)S (3)
e |x — xo
Erkenntnisbringend ist nun die Feststellung, dass E(x) -
dem Anschein der Formel nach - an allen Stellen aufler x =
xo differenzierbar ist. D. h. alle partiellen Ableitungen sind
fiir x # x stetig.

Somit kénnen wir E(x) mit Hilfe von Differentialopera-
toren untersuchen. Wir wihlen nun ein orthonormales Ko-
ordinatensystem mit dem Ursprung bei xy. Somit ist xo = 0.
Die Rotation ist
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Mit V ist der Nabla-Operator gemeint, mit a A b das dufiere
Produkt und Dy ist die partielle Ableitung nach Variable Nr.
k. Nun gilt mit der Produktregel

Xj
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Wegen i # j verschwindet der erste Summand aber. Fiir
den zweiten Summand gilt

D 1 3 Dilx|
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und
1
D;|x| = D (x,x) = —2x;.

Damit ergibt sich insgesamt
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Der Ausdruck ist nun aber symmetrisch beziiglich Ver-
tauschung von i und j. Daher verschwindet die Differenz
D;— — Dj 2% und es gilt

Hlx? J IXI

V AE(x)=0. (x #0) (4)
Das elektrische Feld einer Punktladung ist also rotations-
frei und damit nach dem Poincaré-Lemma ein Potential-
feld, sofern es denn einen einfach zusammenhingenden
Definitionsbereich besitzt. Dieses Resultat ist wesentlich,
denn es ermoglicht die Applikation weitreichender mathe-
matischer Hilfsmittel aus der Potentialtheorie. Fiir mehrere
Punktladungen ist E(x) eine Uberlagerung der einzelnen
Felder. Es gilt

E(x) = ZEi(x).
i=1
Somit gilt an allen Stellen aufier den Quellen:
V AE(x) = ZV/\Ei(x) = ZOzO.
i=1 i=1

Das elektrostatische Feld ist also sogar immer ein Potenti-
alfeld. Als nachste mathematische Abstraktion wollen wir
also nicht mehr mit dem elektrischen Vektorfeld, sondern
mit dem zugrundeliegenden skalaren Potential ¢ arbeiten.
Wir definieren ¢(x) implizit, indem wir verlangen, dass die
Gleichung

E(x) = -Vo(x) 5)

giltig ist. Daher lasst sich ¢ vertikal verschieben, da jeder
konstante Summand beim bilden des Gradienten entfallt.
Man wahlt das konventionell so, dass

lim ¢(x)=0

|x]—00

gilt. Man hat dann einen Potentialtrichter bzw. ein Potenti-
algewdlbe mit Nullniveau im unendlichen.

Wir brauchen nun eine Funktion dessen Ableitung
x/|x|? ist. Das eindimensionale Analogon ist 1/x? und da-
von ist —1/x eine Stammfunktion. Daher kommt man auf

die Idee zunichst den Ansatz —1/|x| zu probieren. In der
Tat ist unter Verwendung der Kettenregel

1 1
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Das Feld um eine Punktladung gy ist damit

o(x) =

6
47r£0|x| (©)
Wenn die Ladung nicht im Koordinatenursprung liegt, so
ergibt sich allgemein

_ q0
(0 = dgreg|x — xo|
Mehrere Potentialfelder iiberlagern sich, da man summan-
denweise ableiten kann und dabei das elektrische Feld er-
halt. Damit ist

n

1 qk
o(x) = — .
drey 1o 1x — xil

Die Isoflachen (Niveaufliachen) des Potentials werden Aqui-
potentialflichen genannt. Beschrankt man sich auf die Ebe-
ne, so hat man Isolinien die entsprechend Aquipotentialli-
nien genannt werden.

Fiir das elektrostatische Feld ergeben sich Feldlinien, so
dass die elektrische Feldstarke E(x) der Tangentialvektor
einer Feldlinie am Punkt x ist. Wenn die Feldlinie als Orts-
kurve x(s) gegeben ist, gilt also

x'(s) = E(x(s)).

SeiE := %I Wenn s eine Parametrisierung nach der Bogen-
lange sein soll, dann muss |x’(s)| = 1 fiir alle s sein. Man
setzt dann also

x'(s) = E(x(s)).

Die Feldlinien stehen iiberall senkrecht zu den Aquipoten-
tialflichen, da E(x) proportional zum Gradienten von ¢(x)
ist.

Zur Bestimmung der Divergenz des elektrostatischen
Feldes macht man nun folgende Rechnung:

x " Xk - 1 1
v, X =S = D
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Fiir n = 3 ergibt sich nun
(V,E(x)) = 0. (x #0) (7)

Das elektrische Feld im Raum ist also quellenfrei. Die Be-
dingung n = 3 impliziert interessanterweise, dass elektri-
sche Felder in der Ebene entweder nicht quellenfrei sind,



oder dass die Gleichungen (3) und (6) fiir ebene Felder nicht
stimmen. Da das erstgenannte absurd erscheint, miisste
letzteres der Fall sein.

Ebene Felder erscheinen fiir den Leser zunéchst schlecht
realisierbar, treten aber tatsichlich z.B. im dinnen Elek-
trolyt auf einem Isolator und bei Querschnitten von par-
allelen Linienladungen auf. Prinzipiell sind auch Felder auf
einer gekriimmten Oberflache denkbar. Man konnte z. B. ei-
ne diinne Schicht leitfihiges Gel auf einen Torus schmieren.
Hierzu miisste die Laplace-Gleichung (9) fiir ein gekriimm-
tes Koordinatensystem auf dem Torus betrachtet werden.

Man betrachte zunéchst das Potential. Als Abkiirzung de-
finiert man nun den sogenannten Laplace-Operator

Ag :=(V, Vo). ®)

Gleichung (5) in Verbindung mit Gleichung (7) bringt die
sogenannte Laplace-Gleichung

Ap = 0. 9)

Diese partielle Differentialgleichung wird fiir alle weiteren
Betrachtungen der Elektrostatik wesentlich sein.

Man betrachte die Laplace-Gleichung in der Ebene. Spe-
ziell in dieser zweiten Dimension ist es nun moglich, Mittel
der Funktionentheorie zu verwenden, was sich als die vir-
tuoseste Beschreibung von ebenen Feldern herausstellen
wird.

Die elektrische Feldstarke soll ab jetzt allgemeiner durch
(5) definiert sein.

Aus der Laplace-Gleichung ergibt sich nun umgekehrt,
dass E(x,y) ein quellenfreies Feld ist. Weiterhin lasst sich
die informelle Rechnung

VAE=-VAVp=—=(VAV)p=0 (10)
N——

=0

machen. Diese lasst sich mathematisch verifizieren und be-
deutet, dass E ein Potentialfeld sein muss, also rotations-
frei ist. Quellen- und Rotationsfreiheit zusammen ist nun
aber dquivalent zu den cauchy-riemannschen Differential-
gleichungen (CRDG). Sei dazu

z:=x+iy = (x,y) (11)
und
f(@) = f(xy) = Ex(x,y) —iEy(x,y). (12)
Seinun u := E, und v := —E,.
Quellenfreiheit:
DyE,+D,E, =0 = Dyu=Dyo. (13)
Rotationsfreiheit:
(DxEy — DyEx)(ex Aey) =0
— DE,—DyEx =0 (14)

= Dyv=-Dyu.

Somit ist f(z) eine holomorphe Funktion.

Weiterhin ist ¢ eine harmonische Funktion, da ¢ also Lo-
sung der Laplace-Gleichung A¢ = 0 ist. Denkt man sich die
ursachlichen Punktladungen weg, so kann man ¢ als Lo-
sung eines Randwertproblems erhalten. Dabei wird Infor-
mation iiber ¢ auf dem Rand des Teilraumes vorausgesetzt
um ¢ insgesamt zu bestimmen.

1.2 Die Energiedichte

Um Ladungen aus dem unendlichen zusammen zu bringen,
muss man Arbeit aufwenden. Daher speichert eine Konstel-
lation von Punktladungen Energie. Aber prinzipiell kénnte
man eine Punktladung als zwei Punktladungen betrachten,
die sehr dicht beieinander sind. Dort steckt noch Energie
drin die prinzipiell beliebig grof3 ist. Das ist natiirlich pro-
blematisch. Stattdessen wollen wir uns vorstellen, die Ener-
gie ist iiberall im elektrostatischen Feld gespeichert. Dazu
machen wir folgenden Ansatz.

In einem kleinen Volumenelement ist das elektrostati-
sche Feld homogen. Man stelle sich nun vor, die Ladungen
wurden aus dem Vakuum erzeugt (da sich positive und ne-
gative Ladungen ja aufheben). Dann werden die Ladungen
getrennt und mit diesen zwei Kondensatorplatten in einem
kleinen Abstand d geladen. Dazu bedarf es der Energie

1 2
W = -CU”
2

Fir den Plattenkondensator gilt nun C = ¢A/d. Zusam-
men mit U = Ed ergibt sich dann

w = Lepd
= —gFE°—.
2" d
Mit V' = Ad erhilt man die Energiedichte
w 1
wi= — = —gFE°.
Vo2

Betrachtet man das Feld nun allgemein, so ist jedem Punkt
x die Energiedichte

1 1
w = 550|E(x)|2 = 580|V<P(x)|2

zugeordnet. Ein stabiles elektrostatisches Feld sollte ein Mi-
nimum an Energie haben. Das heif}t, es sollte

W:/de:min
v

sein. Damit kann die Energiedichte als Lagrangedichte auf-
gefasst werden. Sei D[a] := a_aa und Dy := D|[xg]. Fiir eine
stationédre Energiedichte gilt

3
D[g]w — > DD[Dyglw = 0.
k=1

Setzt man fiir w ein, so ergibt sich

1
D[Dgplw = ZeoD[Diel[Vol*

1 3
= EEOD[Dk(P] > (Dip)? = &Diop.

i=1



Weiterhin ist D[¢]w = 0. Damit ergibt sich
—eo(Di¢ + Dy + Dip) = 0.

Nach dem Kiirzen und Zusammenfassen ergibt sich die
Laplace-Gleichung

Ap =0.

1.3 Verpflanzung

Kommen wir zuriick auf ebene Felder in einem ladungs-
freien Gebiet G der Ebene. Den Rand von G wollen wir
mit R(G) bezeichnen. Solche Felder sind tiber f(z) =
E.(z) — iEy(z) durch holomorphe Funktionen beschreib-
bar. Aus praktischen Griinden soll aber die Darstellung
f(z) = Ex(z) +iEy(z) gewihlt werden.

Da das Addieren von Komponenten dem Addieren von
Realteilen und Imaginarteilen entspricht, iibertréagt sich das
Superpositionsprinzip sofort auf die Darstellung als kom-
plexe Funktion.

Meist ist das Feld f(z) am Rand R(G). bekannt. Man
denke sich z. B. ein Metallstiick. Dort laufen die Feldlinien
rechtwinklig rein, und das Potential kann man (in Bezug zu
einem beliebig gewihlten Nullpotential) messen. Das Po-
tential ist dabei homogen fiir das gesamte Metallstiick.

Ist das Gebiet nun einfach zusammenhéingend und das
Feld auf dem Rand bekannt, so ist das Feld damit auf dem
gesamten Gebiet bekannt. Nehmen wir nun an, dass diese
Umformung des Randes T(z) bijektiv und holomorph ist.
Die Verkettung von zwei holomorphen Funktionen ist nun
auch holomorph. Nach der Transformation ist das Randfeld
auf den neuen Rand T(R(G)) verlegt. Und damit ist das Feld
auch im gesamten neuen Gebiet T(G) bekannt.

Damit lasst sich fir ein Feld f(z) die Zerlegung

f(2) =9(T(2))

formulieren. Damit lassen sich aus einem bekannten Feld
g(z) mittels Transformationen T(z) viele neue Felder f(z)
bauen.

Die umgekehrte Aufgabe ist schwieriger. Falls f(z) auf
dem Rand T(R(G)) bekannt ist, so muss ein g und eine
passende Transformation T gefunden werden. Als Rand
kann und wird man eine Aquipotentiallinie wihlen. Fol-
gendes bleibt aber schwierig: Der Feldstiarkevektor steht
zwar senkrecht zur Aquipotentiallinie, aber sein Betrag
muss beim durchlaufen der Aquipotentiallinie nicht kon-
stant bleiben.

Holomorphe Funktionen sind zur allgemeinen Beschrei-
bung von elektrostatischen Feldern noch zu speziell. Das
Feld f(z) hat an dem Ort, wo eine Punktladung angehef-
tet ist, ja eine Polstelle. Aber das ist genau die Eigenschaft
einer meromorphen Funktion. Solche sind tiberall dort ho-
lomorph, wo sie keine Polstelle haben.

1.4 Komplexes Potential

Da es sich beim elektrischen Potenzial ¢ (x, y) um eine har-
monische Funktion handelt, kann es als Realteil einer kom-

plexen Funktion f(z) betrachtet werden, die dann als kom-
plexes Potential bezeichnet wird. Wir machen also den An-
satz

f(2) = 9(2) + iy (2).

Aus der Theorie der harmonischen Funktionen weify man,
dass die Funktion 1/(z) ebenfalls ein Potential und bis auf
eine Konstante eindeutig ist. Wir nennen ¢(z) das konju-
giert harmonische Potential. Aufierdem stehen die Linien
¢(z) = const und ¥(z) = const, falls sie sich treffen, recht-
winklig aufeinander.

Fiir komplexe Funktionen allgemein gilt die Gleichung

f(2) = Dxg(2) + Dxy(2).
Mit den cauchy-riemannschen Gleichungen erhélt man

—E(z) = Vo = Dyp +iDy¢p
= DX(P - lilﬁ = f'(Z).

Was bringt uns diese Beschreibung nun? Es verhalt sich so,
dass ¥/(z) = const die Feldlinien beschreibt. Das heif}t, die
Aquipotentiallinien des konjugiert harmonischen Potenti-
als sind die Feldlinien.

Mit der folgenden Technik lassen sich Feldlinienbilder
mit wenig Berechnungsaufwand visualisieren: Die Um-
kehrfunktion von f(z) formt das kartesische Koordinaten-
system mit waagerechten Feldlinien und senkrechten Aqui-
potentiallinien in das Feldlinienbild von f(z) um.

Was man nun leider noch sagen muss, ist, dass sich elek-
trostatische Felder in der Ebene von denen im Raum un-
terscheiden. Macht man einen Schnitt im Raum durch die
Punktladung, so wird sich das Potential der Punktladung in
der Schnittebene vom Potential einer Punktladung in der
Ebene unterscheiden. Das Analogon im Raum zur Punkt-
ladung in der Ebene ist vielmehr das Feld einer unendlich
langen Linienladung.

Unter anderem erfiillt das Feld in der Schnittebene nicht
mehr die ebene Laplace-Gleichung. Damit kénnen holo-
morphe Funktionen nicht mehr fiir das Feld in der Schnit-
tebene benutzt werden. Das ist leider ein deutlicher Ab-
schlag zur bisher so eleganten Theorie.

Wie sieht nun das komplexe Potential einer Punktladung
in der Ebene aus? Bei einer negativen Punktladungen lau-
fen die Feldlinien strahlenférmig in ein Zentrum hinein.
Dann muss das Potential im Kreis von 0 bis 2 linear zu-
nehmen. Damit gilt

¥(2) = y(1) arg(2).

1.5 Ladungsdichten

Betrachten wir eine Ladung Q auf einer Geraden. Auf die-
ser wahlt man ein eindimensionales Koordinatensystem.
Fiir das elektrische Feld gilt dann

1 X — Xo
E(x) = 4—Q
TTEY

(15)

|x—x0|3'



Nun wird die Ladung auf einem Intervall der Geraden ver-
schmiert. Die Gesamtladung soll dabei die Summe aller
Teilladungen sein. Wenn es bei der Verschmierung aber un-
endlich viele unendlich kleine Teilladungen gibt, so muss
man eine Ladungsdichte einfithren. Es gilt dann

b
= / M) dx, (16)

wobei mit A(x) die Linienladungsdichte am Ort x gemeint
ist. Konzentriert man die gesamte Ladung am Ort xq, so
muss man eine Deltadistribution benutzen. Es ist dann

A(x) = Q6(x = xo). (17)

Beim Summieren der elektrischen Feldstarken ergibt sich
die gleiche Situation. Jede infinitesimale Ladung tragt
einen infinitesimalen Teil zum Feld bei. Hier ergibt sich

1 b A
E(x) = — / A"y dx’. (18)
ey Jqa [x = x|

Verwendet man Deltadistributionen, so lisst sich diese For-
mel mit (2) vereinheitlichen. Die Linienladungsdichte teilt
sich dabei in einen diskreten und einen kontinuierlichen
Teil auf, was durch die Formel

Ax) = Ac(x) + > g (x — xp) (19)
k=1

beschrieben werden kann. Analoge Formeln gelten bei
der Flachenladungsdichte o(x) und der Raumladungsdich-
te p(x). Bei dieser ist dann

B0 = o [[[ o) aianian. @)

Mit dem Satz von Fubini als Begriindung kénnen wir das
Integral abstrakter schreiben, so dass es die Form

ﬂw=i—/p(> dx. (21)

|x - XI3

annimmt.

1.6 Gaufische Grofien

Neben den hier verwendeten Grofien werden in der Elek-
trodynamik auch gaufische Gréf3en benutzt. Damit ist ge-
meint, dass ein Teil der Gréflen anders definiert ist. Um
die Unterschiede prézise herausstellen zu kénnen, bezeich-
nen wir mit X9 die gau3sche Grofie, wenn mit X die nor-
male Grofie gemeint ist. Fiir die elektrische Feldstarke gilt
z.B. B9 := +f4rey E. Die gauische Ladung ist durch ¢¢ :=
q/V4rey definiert. Hiermit lassen sich einige Gleichungen
kirzer schreiben. So bekommt (1) die Form

|F|r |q1q2| (22)
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