Aufzeichnungen zur Physik
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1 Quantenmechanik

1.1 Schrodingergleichung

Man geht davon aus, dass eine Materiewelle der Wellenglei-
chung
1
D2Y = C—ZDE‘{' (1.1)
geniigt. Nun wiahlt man eine stehende harmonische Welle
als Ansatz. Es ist dann

¥(x,t) = ¥(x) e, (1.2)
Die Ableitung nach der Zeit ist
DY (x,t) = —iw¥(x) e = —iw¥(x, t). (1.3)

Fir die Materiewelle gilt nun A = h/p = h/(mc). Damit
rechnet man nun

1 1 m?c?
— = (1.4)
RV e
Nun gilt aber
1 2
E=T+V=§mc +V (1.5)

und somit 2m(E — V) = m?c?. Setzt man noch E = hf = hw,
so ergibt sich

1 2m(ho -V)

T 7 1.6
2= (hfy (6
Damit ist dann
2m(hw - V)
DXy = — D, ¥ 1.7
: oD (1)
Multipliziert man aus und benutzt VD, ¥ = —iwV'V¥, so er-
gibt sich
D2¥ DY 1
X -2 VY. (1.8)

2m if +7?

Man formt noch in die Standardform um und erhalt die
Schrodingergleichung

D\If—l( h2D2+V)\I’ (1.9)
T\ amx ' '
Man definiert nun
LR,
H:=—-—D;+V. 1.10
5 Dx (1.10)
Somit kiirzt sich die Gleichung ab zu
1
DY = —HY. (1.11)
in
Die Taylorformel lautet in Operatorschreibweise
¥ (x,t) = exp(tD;)¥(x, 0). (1.12)

Verwendet man nun die Schrédingergleichung, so ergibt
sich der Zeitentwicklungsoperator zu

tH). (1.13)

U = exp(tD;) = exp (E
1.2 Zeitunabhingige
Schrodingergleichung

Man geht wieder von der Wellengleichung

(1.14)

aus und nimmt den entkoppelten Ansatz
¥ (x,t) = ¥(x) sin(wt), (1.15)

der sich fur eine stehende Welle ergibt. Eingesetzt in die
Wellengleichung ergibt sich zunéchst

2
sin(wt) ¥ (x) = — = sin(wt) ¥ (x). (1.16)
c
Nach dem Kiirzen bleibt
w?
P (x) + C—Z‘P(x) (1.17)
ibrig. Man nutzt nun wieder
1 22 2m(E-V) 2m(E-V
S =T mE-V) _ 2m(E-V) (1.18)
2 Rf? h2 f2 H2e2
Somit ergibt sich
2
' (x) + h—'f(E —V)¥(x) = 0. (1.19)

Das ist die zeitunabhdngige Schrédingergleichung.



2 Metrologie

2.1 Abweichungen

Physikalische Groflen gibt man als Produkt von Zahlen-
wert und Einheit an. Nun wird man sich fragen, wie vie-
le Dezimalstellen man iiberhaupt bei der Messung einer
Grofle aufschreiben muss. Dazu muss ersteinmal préazise
definiert werden, was man unter signifikanten Stellen iiber-
haupt versteht. Dazu schreibt man den Zahlenwert in der
Darstellung

z=mx 10° (2.1)
wobei m die Mantisse und e der Exponent ist. Der Exponent
ist nun so zu wahlen, dass fur die Mantisse m < 1 und
m > 0.1 gilt. Die Anzahl der signifikanten Stellen ist dann
einfach die Anzahl der Nachkommastellen.

Die signifikanten Stellen sind nun die Dezimalstellen,
welche bei wiederholter Messung nicht oder nur sehr ge-
ring schwanken.

Das ist natiirlich eine recht schwammige Definition. Auf-
grund der Angabe der signifikanten Stellen kennt man nur
die Zehnerpotenz der Fehlergrenze. Man kann also nicht
sagen, ob eine Stelle schwach geschwankt hat oder gar
nicht. Dieser Umstand ist recht unzulanglich und wir fith-
ren daher die Begriffe Abweichung und Grenzabweichung
ein. Synonyme dafiir sind Fehler und Fehlergrenze.

Wir nehmen nun ein Lineal und werden damit versu-
chen, eine Lange von 100 mm zwischen zwei Punkten auf
einem Blatt Papier zu messen. Wir gehen auflerdem davon
aus, dass die Skala des Lineals bei der Herstellung hinrei-
chend genau kalibriert wurde.

Bezeichnen wir mit w = 100 mm den wahren Wert der
Lange. Den Messwert bezeichnen wir mit x. Mit dem Lineal
konnen wir die Lange schatzungsweise auf etwa %mm ge-
nau messen. Diese Abweichung bezeichnen wir als Grenz-
abweichung G, es ist

G = 0.5 mm. (2.2)
Der Messerwert x wird um den wahren Wert herum
schwanken. Es ist

x€[w-Gw+G]. (2.3)
Den Wert Ax := x — w bezeichnet man als Abweichung.
Da wir den wahren Wert nicht kennen, konnen wir weder
das Intervall noch die Abweichung angeben. Das Intervall
kann man jedoch als

w—-G<x<w+G. (2.4)
schreiben. Durch Umformen dieser Ungleichungen gelangt
manzux -G <w < x+G.

Damit ist w € [x — G,x + G]. Das Notiert man in der
Kurzschreibweise

w=x+G. (2.5)
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Mit dem Lineal werden wir z.B. eine Linge von 9.8 mm
messen. Die Angabe ist dann

L =9.8mm + 0.5mm = (99.8 + 0.5) mm. (2.6)
Die tatsachliche Abweichung, die wir nicht ermitteln kon-
nen, ist

Ax =99.8 mm — 100.0 mm = —0.2 mm. (2.7)

2.2 Rechnen mit Messwerten

Beim Rechnen mit Messwerten wird man auf die Frage sto-
Ben, auf wie viele signifikante Stellen man das Ergebnis an-
gibt. Angenommen wir haben eine Masse von 10 g mit der
Grenzabweichung 1 g gemessen. Bei Division durch drei er-
halt man das Ergebnis 3 g. Ausfithren der Umkehroperati-
on bringt 9 g. Die Abweichung durch das Runden ist also
genauso grofl geworden, wie die Grenzabweichung selbst.
Diese Unzuldnglichkeit beheben wir sofort, indem wir das
Ergebnis der Rechnung auf eine signifikante Stelle mehr als
den Messwert angeben.

Bei Funktionen mit sehr flachem Anstieg ist der Effekt
noch stérker. Die Umkehrfunktion hat dann einen sehr ho-
hen Anstieg. Kleine Abweichungen der Argumente fithren
dann zu groflen Abweichungen der Funktionswerte. Neh-
men wir die Zahl vier und die Grenz abweichung eins. Es
ist z. B.

4110 = 114869 ~ 1.15 ~ 1.1 ~ 1. (2.8)
Wendet man die Umkehrfunktion auf die ungenauste Run-
dung an, so erhalt man den Wert 1. Der néchst bessere ist
2.59 und dann 4.05. Fiir ein zuverladssiges Rechenergebnis
muss man also zwei Stellen mehr angeben, als gemessen
wurden.

Wenn man bei einer beliebigen Rechnung eine bzw. zwei
Stellen mehr angibt, so kann das Ergebnis der Rechnung
unter Umstédnden scheingenau werden. Man steht dann vor
dem Dilemma: eventuelle Scheingenauigkeit oder eventu-
ell grofier Rundungsfehler. Daher sollte die Grenzabwei-
chung immer mit angegeben werden.

Beim Rechnen mit Fehlerfortpflanzungsgesetzen besteht
das gleiche Problem. Daher sollte man fiir die Grenzabwei-
chung, welche sich ergibt, auch eine Stelle mehr angeben.
Die Grenzabweichung kann in den allermeisten Situatio-
nen also mit zwei signifikanten Stellen angegeben werden.

Die Stellenwerte der minderwertigsten Stellen von Wert
und Grenzabweichung sollten natiirlich tibereinstimmen.
Wenn man z.B. eine Spannung von 9.24 V mit der Grenz-
abweichung 0.4 V errechnet hat, so kann man anstelle von
(9.2 = 0.4)V auch angeben

(9.24 + 0.40)V. (2.9)
Diese Angabe ist nicht scheingenau, da die Grenzabwei-
chung mit angegeben ist.



3 Regelungstechnik

3.1 Inertgaseinleitung

In einen Raum mit Volumen V wird wahrend einer kleinen
Zeit At ein Inertgas mit Volumen AV eingeleitet. Dassel-
be Volumen entweicht dabei aus dem Raum. Im Inertgas
befindet sich Stickstoff mit einem erhchten Volumenanteil
¢c. Wie verdndert sich der Volumenanteil ¢ im Raum mit
der Zeit?

Zunachst ist

_V(Ny) V(N)
TV V(Ny) + V(Rest) (3.1)
und
Ao = V2(Nz)  Vi(Ny)
" T B T 3.2
V(N — V(N _ AV(NY) 62
B v v
Auflerdem gilt
_AV(N)
pe= 2o (3.3)

Als Ansatz wird fiir jeden kleinen Zeitabschnitt At eine Mi-
schungsrechnung aufgestellt. Die Bilanz ist, dass vor der
Mischung und nach der Mischung dasselbe Volumen V' (N3)
vorliegt:

(nachher)  (vorher)

V(Nz) =V(Ny), (3.4)
Vi = (V= AV)pn + AV, (3.5)
Voni1 =Von + ((Pc - an)AV, (3.6)

AV
Pn+1 = ¢Pn t (q’c - (Pn)7 (3.7)

Es ist nun so, dass (3.7) gerade dem Euler-Verfahren beziig-
lich einer Dgl. entspricht. Mit

Ap = Pns1 = ¢n (38)
ergibt sich

Ag 1AV

— = - =—. 3.9

At (¢c — ¢n) V At (3.9)
Im Grenzwertfall At — 0 ergibt sich die Dgl.

/ V()
¢'(1) = (9 =), (3.10)

Hierbei sind ¢., das Gesamtvolumen V und der Volumen-
strom V’(t) konstante Parameter. Mathematisch betrachtet
ist die Dgl. daher von der Gestalt

y =ay+b (3.11)

mit

v o, v
v Ty

P Y= (3.12)

Esliegt eine lineare Dgl. erster Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten vor. Die Anfangswertaufgabe kann in der Form

y = f(xy),

mit f(x,y) = ay + b geschrieben werden. Die Funktion
f(x,y) ist stetig bezgiilich x. Sie bestitzt eine stetige par-
tielle Ableitung nach y und ist somit erst recht Lipschitz-
stetig beziiglich y. Laut dem Satz von Picard-Lindel6f muss
die Anfangswertaufgabe eine eindeutig bestimmte globale
Lésung besitzen.

Die Dgl. lasst sich mit dem Ansatz Trennung der Verdn-
derlichen und der Substitutionsregel 16sen. Es findet sich

y(to) = yo (3.13)

U | t
/ Y- / dt, (3.14)
w ayt+b f
1 ay+b
-1 =1t —ty, 3.15
a layo+b 0 (3.15)
lay + b| = |ayo + b| €410, (3.16)

Man betrachte nun die Substitution u := ay + b. Beim Inte-
grieren von 1/u darf nicht tiber die Polstelle integriert wer-
den. Das Integrationsintervall liegt folglich auf einer Sei-
te der Polstelle. Da die Funktion g(u) := 1/u keine Null-
stellen besitzt, ist sgn(1/u) = sgn(1/uy) und daher auch
sgn(u) = sgn(ug). Aus

alt=to), (3.17)

(3.18)

lul = luo| e
sgn(u) u = sgn(ug) up e?(t=t)
kann das konstante Vorzeichen also herausdividiert wer-
den. Dies bringt

ay +b = (ayy + b) e?710), (3.19)
y=(yo+2)estt -t (3.20)

Nach Resubstitution findet sich die Losung
0(1) = ((t0) = pc) V1V 4 o (3.21)

Die Betrachtung des Grenzwertfalls l4sst sich auch verzo-
gern. Die Rekursionsgleichung (3.5) wird nun den Substitu-
tionen q := (V — AV)/V und ¢ := (¢.AV)/V unterzogen,
womit sie sich zu

On+1 = qPn +C. (3.22)

verkiirzt. Hierbei handelt es sich um eine lineare Differen-
zengleichung erster Ordnung. Es gibt mehrere Methoden
zur Losung der Gleichung — wir wihlen die einfachste da-
von.

Der Gleichung kann am einfachsten durch die Substitu-
tion ¢, = u, + d beigekommen werden. Es ergibt sich

Upnt1 +d =q(up+d) +c¢ (3.23)
und weiter
Unt1 = qup + (@ — 1)d +c. (3.24)



Das d diirfen wir frei wihlen und wollen es gerade so tun,
dass der Term (g—1)d+c verschwindet. Dann mussd = 1=~
sein. Die Differenzengleichung u,.1 = qu, ist sehr leicht zu
l16sen und bestitzt die Losung u, = q"up.

Resubstitution ergibt

on—d=q"(po - d), (3.25)
on=q"po—q"d+d, (3.26)
on=q"po+(1-q")d, (3.27)

1 — n
On=q"po +c N . (3.28)

Nun wird der Gedanke prézisiert, dass umso mehr Iteratio-
nen gebraucht werden, je kleiner AV gewihlt wird. Nach
der Zeitspanne t — £y soll ein Volumen von (t — )V’ (1)
zusammengekommen sein, wobei beachtet wird, dass der
Volumenstrom V’(t) konstant ist. Dann gilt AV = (t -
to)V’(t)/n. Man setze nun x = (¢t — ty)V’(¢)/V, so dass
(AV)/V = x/n gilt.

Der Grenzfall AV — 0 bedeutet n — co. Wir betrachten
nun den Ausdruck ¢". Fiir diesen ergibt sich

lim ¢" = lim (1 - f)n =e™". (3.29)

n—oo n—oo n
Mitg=1-x/nund c = g.x/n ist
1-q"

c
l-gq

=g —c(1-%)" (3.30)
und es ergibt sich
lim ¢, = poe™ + @ — pc e . (3.31)
n—oo

Nach Ausklammern und Resubstitution findet man

¢ = (o — o) eV IV 4o, (3.32)
was mit (3.21) iibereinstimmt.
Die Rechnung
lim (1) = o (3:33)

Untermauert die intuitive Vermutung. Wenn nur lange ge-
nug gewartet wird, wird sich der Stickstoffanteil im Raum
dem Stickstoffanteil des Inertgases angeglichen haben.

3 Regelungstechnik
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