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1 Lagrange-Formalismus

1.1 Bewegungen
Im Raum R3 seien 𝑁 Punktmassen mit Koordinaten x𝑘 für
𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑁 } befindlich. Eine Bewegung liegt vor, wenn
jede Punktmasse jeweils eine stetige Funktion der Zeit ist:

x𝑘 : 𝑇 → R3, 𝑇 ⊆ R ein Zeitintervall.

Die Koordinaten der Punktmassen lassen sich zusammen-
fassen zu einem Koordinatenpunkt im R3𝑁 , dem Ortsraum.
Die Bewegung des Systems von Punktmassen ist also be-
schrieben durch eine stetige Funktion

x : 𝑇 → R3𝑁 .

Bei Bewegungen wird meist die Differentialrechnung eine
Rolle spielen, weshalb man glatte oder zumindest hinrei-
chend oft differenzierbare Bewegungen betrachten wird.

1.2 Zwangsbedingungen
Kurze Rekapitulation. Sei 𝑓 : R𝑛 → R𝑚 eine differenzier-
bare Abbildung. Man nennt 𝑦 ∈ R𝑚 einen regulären Wert
von 𝑓 , wenn d𝑓 (𝑥) für jedes 𝑥 ∈ 𝑓 −1 ({𝑦}) surjektiv ist,
oder äquivalent, wenn d𝑓 den konstanten Rang𝑚 hat. Un-
ter diesem Umstand ist 𝑀 := 𝑓 −1 ({𝑦}) eine Untermannig-
faltigkeit von R𝑛 mit der Dimension dim𝑀 = 𝑛 −𝑚. Man
bezeichnet die Einschränkung 𝑓 |𝑀 als Submersion. Außer-
dem gilt 𝑇𝑥𝑀 = Kern(d𝑓 (𝑥)), wobei mit 𝑇𝑥𝑀 der Tangen-
tialraum von𝑀 am Punkt 𝑥 gemein ist.
Eine Einschränkung der Bewegungsfreiheit lässt sich als

implizite Funktion formulieren. Sei dazu 𝑓 : R3𝑁 → R𝑝 dif-
ferenzierbar und 0 ein regulärer Wert von 𝑓 . Dann ist die
Lösungsmenge der Gleichung 𝑓 (x) = 0 eine Untermannig-
faltigkeit der Dimension 3𝑁 − 𝑝 . Man bezeichnet dies als
holonom-skleronome Zwangsbedingung.
Nun kann eine Zwangsbedingung aber auch zeitabhän-

gig sein. Sei dazu

𝑓 : R × R3𝑁 → R𝑝

differenzierbar und sei 0 zu jedem festen Parameter 𝑡 ein re-
gulärer Wert von x ↦→ 𝑓 (𝑡, x). Dann ist die Lösungsmenge

𝑓 (𝑡, x) = 0 zu jedem 𝑡 eine Untermannigfaltigkeit des R3𝑁
mit der Dimension 3𝑁 −𝑝 . Man spricht von einer holonom-
rheonomen Zwangsbedingung.

1.3 Generalisierte Koordinaten
Eine solche als Lösungsmenge einer holonomen Zwangs-
bedingung 𝑓 (𝑡, x) = 0 beschriebene Untermannigfaltigkeit
𝑀 bezeichnet man als Konfigurationsmannigfaltigkeit.

Orte auf𝑀 lassen sich durch ein lokales Koordinatensys-
tems Φ : 𝑈 → 𝑀 mit 𝑈 ⊆ R𝑆 mit 𝑆 = 3𝑁 − 𝑝 beschreiben,
so dass x = Φ(𝑞) für jedes 𝑞 ∈ 𝑈 die Gleichung 𝑓 (𝑡, x) = 0
löst. Man bezeichnet 𝑞 = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑆 ) als generalisierte Ko-
ordinaten.
Die Elemente aus𝑇𝑞𝑈 � R𝑆 bezeichnet man als virtuelle

Verrückungen. Die Tangentialvektoren aus 𝑇x𝑀 bezüglich
x = Φ(𝑞) tragen ebenfalls diese Bezeichnung, da der lineare
Isomorphismus

dΦ(𝑞) : 𝑇𝑞𝑈 → 𝑇x𝑀

besteht.

1.4 Zwangskräfte
Betrachten wir zunächst den Fall 𝑁 = 1 und 𝑝 = 1. Nun
kann sich die Punktmasse nicht mehr frei bewegen, son-
dern ist auf die Mannigfaltigkeit 𝑀 eingeschränkt. Die Be-
wegung wollen wir aber weiterhin mit dem zweiten new-
tonschen Gesetz als

𝑚x′′(𝑡) = F

beschrieben wissen. Wäre bei Abhandensein äußerer Kräf-
te F = 0, resultiert die Anfangswertaufgabe in einer geradli-
nigen Bewegung, was aber bei gekrümmtem 𝑀 absurd ist,
da die Bewegung innerhalb 𝑀 verlaufen soll. Ergo muss
eine weitere Kraft existieren, die wir als Zwangskraft be-
zeichnen. Die Kraft F wird gemäß F = K + Z in zwei Antei-
le zerlegt. Der Anteil K ist die von außen wirkende Kraft,
auch eingeprägte Kraft genannt. Dies ist die bei Abhanden-
sein von Zwangsbedingungen bestehende Kraft, z. B. die
gewöhnliche Gewichtskraft. Der Anteil Z ist die Zwangs-
kraft.
Betrachten wir die Situation K = 0 unter einer sklerono-

men Zwangsbedingung genauer, in der sich die Punktmas-
se mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Die Konstanz
der Geschwindigkeit |x′ | ist gleichbedeutend mit der Kon-
stanz der kinetischen Energie 𝑇 = 1

2𝑚 |x′ |2. Infolge gilt

0 =
d𝑇
d𝑡

=
1
2
𝑚

d
d𝑡

⟨x′, x′⟩ = ⟨𝑚x′′, x′⟩ = ⟨Z, x′⟩.

Es steht also Z normal auf x′.
Die Betrachtung ist zudem auch für ein allgemeines K

unter einer skleronomen Zwangsbedingung durchführbar.
Mit𝑚x′′ = K + Z findet sich

d𝑇
d𝑡

= ⟨K + Z, x′⟩ = ⟨K, x′⟩ + ⟨Z, x′⟩.



Unsere Auffassung von der Zwangskraft ist die, dass sie
allein dafür da ist, die Punktmasse in𝑀 zu halten, aber kei-
ne Änderung der kinetischen Energie bewirkt. Ergo muss
⟨Z, x′⟩ = 0 gelten. Es steht also Z ganz allgemein normal
auf x′. Anders ausgedrückt darf die Zwangskraft keine Ar-
beit verrichten. Als Nebenresultat ergibt sich die Beziehung
d𝑇
d𝑡 = ⟨K, x′⟩.

1.5 D’alembertsches Prinzip
Sei u ein beliebiger Tangentialvektor, in klassischer Sprech-
weise als virtuelle Verrückung bezeichnet und in dieser Ter-
minologie in der speziellen Schreibweise u = 𝛿r geschrie-
ben. Das Postulat

⟨K −𝑚x′′, u⟩ = 0

wid d’alembertsches Prinzip genannt. Das Postulat ⟨Z, u⟩ =
0 nennt man Prinzip der virtuellen Arbeit. Die beiden Pos-
tulate bedingen sich gegenseitig, weil wegen 0 = F −𝑚x′′

und F = K + Z die Beziehung

0 = ⟨F −𝑚x′′, u⟩ = ⟨K −𝑚x′′, u⟩ + ⟨Z, u⟩.

besteht.
Das Prinzip der virtuellen Arbeit besagt, dass Z allge-

mein keinen tangentialen Einfluss haben darf, auch bei
rheonomen Zwangsbedingungen. Demzufolge steht Z an
jedem Punkt x rechtwinklig auf 𝑇x𝑀 .

1.6 Lagrange-Gleichung erster Art
Weil 𝑀 als Niveaumenge definiert wurde, auf der 𝑓 kon-
stant ist, verschwindet die Richtungsableitung am Punkt x
für jeden Tangentialvektor aus𝑇x𝑀 . Ergo steht der räumli-
che Gradient ∇𝑓 (𝑡, x) im rechten Winkel zum Tangential-
raum. Mit räumlich ist hierbei gemeint, dass der Gradient
nicht die Zeitableitung enthalten soll.

Demnach sind Zwangskraft und Gradient kollinear, wo-
mit zu jedem Zeitpunkt 𝑡 ein Skalar 𝜆 existiert, so dass

Z(𝑡) = 𝜆∇𝑓 (𝑡, x(𝑡))

gilt. Es findet sich die Bewegungsgleichung

𝑚x′′ = F = K + Z = K + 𝜆∇𝑓 ,

die Lagrange-Gleichung erster Art genannt wird. Man stellt
𝜆 als Funktion 𝜆(𝑡, x(𝑡), x′(𝑡)) dar, da es ein Teilterm einer
Dgl. zweiter Ordnung ist.
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