Epidemiologische Betrachtungen
zur Covid-19-Pandemie 2020

8. Marz 2020
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Inhaltsangabe. Die Epidemiologischen Grundmodel-
le SIR und SEIR werden einer Untersuchung unterzo-
gen. Darauf aufbauend werden Beziehungen zwischen
den Modellparametern in der Anfangsphase und Me-
thoden zur Ermittlung dieser abgeleitet, das Letztere
unter der Pramisse dass hinreichend viele gute Daten
zur Verfigung stiinden. Eine anschlieffende Diskussi-
on soll Einblick bringen, wann und ob eine Ermitt-
lung von Parametern ohne fortgeschrittene epidemio-
logische und statistische Werkzeuge tiberhaupt mog-
lich ist. Im Weiteren folgt eine Betrachtung von Para-
metern zu Covid-19 aus aktuellen Arbeiten, auch mit
Blick auf Variabilitit beziiglich Sommer und Quaran-
tane. Schliellich soll aufbauend auf all diesem Wissen
mit dem SEIR-Modell der Versuch einer Prognose un-
ternommen werden.

1 Theorie

1.1 Die Reproduktionszahl

Die Basisreproduktionszahl R ist die Anzahl der Indivi-
duen, die ein infiziertes Individuum im Mittel infiziert.
Die tatsachliche Anzahl wird allerdings durch die Net-
toreproduktionszahl

Rq = Ro(l — q) (1.1)
beschrieben. Hierbei ist ¢ der immune Anteil der Be-
volkerung. Damit die Epidemie zum Stillstand kommt,

muss Ry < 1 sein. Aus dem Ansatz R, = 1 ergibt sich

R 1
qC:=q=1——q=1——

: 1.2
R, R (1.2)

Ist dieser Anteil g. der Bevélkerung immun, bricht die
Epidemie also gar nicht erst aus. Man spricht von der
kritischen Immunisierungsschwelle oder Schwelle zur
Herdenimmunitdt.

Fur bestimmte Krankheiten ldsst sich Ry abschatzen,
wobei dieser Wert allerdings empfindlich vom Verhal-
ten der Bevélkerung und eventueller Quaranténe ab-
héngt.

1.2 Das SIR-Modell

Die Bevolkerung wird aufgeteilt in die Anteile S, I, R.
Hierbei sind S die Anfilligen (engl. susceptibles), I die
Infizierten (engl. infected) und R die Erholten (engl.
recovered). Die Anteile S, I, R sind normiert, so dass
S + I+ R =1 gilt. Die absolute Zahl ergibt sich durch
Multiplikation des jeweiligen Anteils mit der Bevolke-
rungszahl N.

In einem Zeitschritt von t zu ¢ + h mit h := At wird
es zu einer Zunahme von I kommen. Diese Zunahme
ist zunédchst davon abhingig, wie viele Infizierte I und
Anfillige S es gerade gibt. Sei S fest. Gébe es zwischen
den Anfalligen doppelt so viele Infizierte, wiirde dies
zu der doppelten Zunahme fithren. Sei nun umgekehrt
I fest. Gabe es nur halb so viele Anfillige, wire es nur
halb so wahrscheinlich, dass ein Infizierter einen An-
falligen infiziert. Demnach sollte die Zunahme propor-
tional zu I und S sein, also zum Produkt IS. Die Propor-
tionalitatskonstante sei f. Wir machen also den An-
satz

It+h = It + hﬁ]tSt (13)

Man kann auch h = 1 setzen. Fir die Anfilligen gilt
dementsprechend S;.j = S; — hfI;S;. Nun muss man
schliefilich noch beachten, dass sich Infizierte mit der
Zeit erholen. Die Abnahme der Infizierten ist propor-
tional zur Zahl der Infizierten, unter der Annahme
dass die Zahl aus Altinfektionen und Neuinfektionen
besteht. Die Proportionalitatskonstante sei y. Nun er-
gibt sich insgesamt das Modell

St+h = Sl’ - hﬁItSt, (14)
It+h = It + hﬂ[tst - h)/It, (15)
Rt+h = .Rt + h)/It (16)

Dies ist ein diskretes dynamisches System, gegeben
durch ein nichtlineares System von Differenzenglei-
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chungen. Umformung der jeweiligen Gleichung bringt

Strn =S
t+hh t — _ﬁItST (17)
Iiip — 1,
% = ,BItSt - }/It, (18)
Rivn —R
% =y, (1.9)
Fiir h — 0 ergibt sich
" = —pIs, (1.10)
I =BIS —yl, (1.11)
R = vl (1.12)

Dies ist ein kontinuierliches dynamisches System, ge-
geben durch ein nichtlineares System von Differenti-
algleichungen. Aufgrund von S + I + R = 1 gilt
S"+I'+R =0. (1.13)
Man bezeichnet f als Erkrankungsrate und y als Ge-
sundungsrate.
Angenommen es ist I ~ 0, aber I > 0. Unter wel-
chem Umstand gibt es dann keine Neuerkrankungen?
Dazu muss I’ = 0 sein. Dieser Ansatz fithrt zu

v

O:ﬂIS—yH:»O:ﬁS—y(:)S:ﬁ. (1.14)

Aufgrund von R+ S = 1ist ¢ = R = 1 — S. Einsetzen
von q in Gleichung (1.1) bringt

Ry = Ro(1— q) = RoS = Ry

5 (1.15)

Weil R, = 1 sein muss, ergibt sich die Beziehung

Ry = b (1.16)
Y
Interessant ist nun das Grenzverhalten
R(o0) := tlim R(t), (1.17)

das eine Aussage macht, wie viele Individuen die Er-
krankung bei Abwesenheit von Quaranténe durchma-
chen werden. Wie sich aus einer numerischen Simula-
tion ergibt, fithrt ein Startzustand S * 1und I ~ 0 zu
R(c0) > g.. Bei Ry = 3 ist z.B. R(c0) = 94 %, obwohl
qc = 66 % ist. Siehe Abb. 1.

1.3 Ermittlung der Modellparameter

Fiir das SIR-Modell sind die Parameter sicherlich be-
stimmbar, indem die numerische Losung mit Messda-
ten verglichen wird. Variation der Parameter § und
y fihrt zu unterschiedlichen Fehlerquadratsummen,
von diesen wird die minimale ermittelt.

Unabhingig vom genannten Ansatz folgen noch
analytische Betrachtungen, womit sich die Parameter
unter Umstédnden mit weniger Aufwand ermitteln las-
sen.

Am Anfang steigt die Zahl der Infektionen exponen-
tiell. Die Kurve I(t) ist in dieser Phase also beschrieben
durch I = Iye**, wobei man A nach Linearisierung aus
einer Regression ermitteln kann. Es gilt I’ = Al Fir

die Dgl. (1.11) ergibt sich die Faktorisierung
I'=pIS -yl =(BS—y)I. (1.18)

Am Anfang der Phase ist in guter Ndherung S =~ 1, vor
allem bei grofler Bevolkerungszahl. Demnach gilt

A=p-y. (1.19)
Setzt man y = /R, ein, gelangt man zu
1
1=8(1- =) = Bq.. 1.20
pli-7)=ha (1.20)

Nun ist es allerdings schwierig, Daten fiir I zu bekom-
men. Was die WHO téglich herausgibt, ist die Anzahl
der bestatigten Falle, das entspricht C:=1-S =R+ 1.
Die Zahl der WHO ist nicht die Zahl der tatséchlichen
Fille, sollte aber zu ihr proportional sein. Der Propor-
tionalititsfaktor ergibt sich aus der ermittelten Falls-
terblichkeit.

Trotzdem koénnen wir an A gelangen. Integration
von Dgl. (1.12) bringt ndmlich

t t
R= / yIdt = yIO/ et dt (1.21)
0 0

Yo ae_ Y
=Tt =11 1.22
il 0€ il ( )

Daher ist

C:R+I=§1+1:(§+1)10e“. (1.23)

Eine Regression der Daten zu C ergibt folglich die glei-
che Vermehrungskonstante A.

1.4 Das SEIR-Modell

Das SEIR-Modell stellt eine Verfeinerung des SIR-Mo-
dells dar, indem beriicksichtigt wird, dass sich ein In-
dividuum in der Phase E befinden kann, in welcher es
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zwar schon infiziert ist, jedoch noch nicht infektigs.
Die Gleichungen sind

S’ = —pIS, (1.24)

E’ = BIS — aE, (1.25)

I' = aE —ylI, (1.26)

R =yl (1.27)
Entsprechend gilt wieder

S+E+I+R=1, 1.28)

S+E' +I'+R =0. (1.29)

Der Kehrwert 1/a ist die mittlere Latenzzeit, also die
mittlere Zeit, welche ein Individuum in der Phase E
verbringt. Die mittlere Latenzzeit kann je nach Krank-
heit kleiner oder grofier als die Inkubationszeit sein.

Gleichung (1.16) bleibt auch im SEIR-Modell giiltig,
denn der Ansatz I’ = 0 und E’ = 0 fithrt wieder zu
Gleichung (1.14).

1.5 Ermittlung der Modellparameter

Schon bekannte Abschatzungen fiir Parameter kann
man auch der Literatur entnehmen, das betrifft z. B.
Ry und a. Verbleibende Parameter versucht man be-
zliglich einem Vergleich der numerischen Losung mit
den Messdaten zu gewinnen. Dies geschieht wie iib-
lich mit der Methode der kleinsten Quadrate. Zur Su-
che des Minimums kann man einfach brachial abstei-
gendes Hill-Climbing ansetzen. Mit wachsender An-
zahl freier Parameter konnte das Problem allerdings
konkav werden (d. h. weitere ungewiinschte lokale Mi-
nima enthalten), ich habe mich damit noch nicht ndher
beschaftigt.

Man wirde auch gerne in Erfahrung bringen, ob
man fiir vorhandene Messdaten tiberhaupt in der Lage
ist, eine Vorhersage zu treffen, bzw. welche Genauig-
keit dabei erreicht wird. Auch ohne grofie Kenntnis-
se in Statistik gibt es dafiir eine Methodik. Namlich
lasst sich das Modell auch zur Erzeugung von Messda-
ten benutzen, wobei man entsprechend etwas statis-
tisches Rauschen einfiigt, wie es auch bei den echten
Messdaten vorhanden ist. Fiir die erzeugten Messda-
ten sind nun die urspriinglichen wahren Parameter be-
kannt. Demnach kénnen die ermittelten mit den wah-
ren Parametern verglichen werden.

Es folgen wieder analytische Betrachtungen, mit
welchen sich Parameter unter Umstédnden mit weniger
Rechenaufwand ermitteln bzw. abschétzen lassen.

Auch im SEIR-Modell stimmen die Vermehrungs-
konstanten von I und C fiir den Ansatz I = Iye*! iiber-
ein, denn man bekommt

Y. AM+yl
C:1—S:R+E+I:EI+—+I
(Y Aty _ ()
—(I+T+1)I—WI

Zur Berechnung von f bendtigen wir eine entspre-
chende Beziehung wie (1.19), diese gestaltet sich nun
allerdings etwas komplizierter. Die Auffindung dieser
Beziehung gestaltet sich auch ein klein wenig schwie-
riger. Die Gleichungen miissen hierzu so zurechtge-
formt werden, dass I wieder herausgekiirzt werden
kann. Eine solche Form gewinnt man unvermittelt aus
der letzten Gleichung fiir C. Ableiten dieser bringt
namlich

’ r _ C0) 7 _ C(0)
c’'=-§ _WI _WAI (130)
In Verbindung mit Dgl. (1.24) gewinnt man
pIS = S3 AL (1.31)
und somit
_co ., _ (Y Aty
[35 = T0) A= (Z + P + 1)/1, (1.32)
bzw.
ﬁs:(&+1yA+w. (1.33)
a

Wegen S ~ 1in sehr guter Ndherung setzt man wieder
S = 1 ein, auflerdem y = S/R,;. Unformung nach f
fiihrt schlief$lich zur gewiinschten Gleichung

’B(/l-cll-a_Rio):A'

(1.34)

Diese Beziehung lasst sich auch wieder beziiglich der
kritischen Immunisierungsschwelle ausdriicken:

'B(qc_/lia):)L

Als Nebenresultat konnen wir das Verhiltnis von In-
fektiosen zu aufgetretenen Féllen abgreifen:

(1.35)

I A a 1
=== - —. 1.36
Mit Dgl. (1.26) bekommt man auch noch
I
a a (1.37)

E 2+y A+B/Ry
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2 Daten Welt ohne VR China

2.1 Daten zur Fallsterblichkeit Tabelle 3: Bestatigte Fille von Covid-19
weltweit ohne VR China,
Tabelle 1: Bestatigte Covid-19-Falle nach Daten der WHO.
nach Daten der WHO.
Kumuliert, am 2. Marz 2020. Datum Fille Datum Fille
Land Fille Tote Verhiltnis 21. Jan. 4 03. M.E,lr' 10607
22. Jan. 5 04. Mar. 12711
VR China 80134 2914 3.6% 23. Jan. 8 05. Mar. 14801
Iran 978 54 55% 24.Jan. 12 06. Mar. 17526
Italien 1689 35 21% 25.Jan. 26  07.Mar. 21159
Japan 960 12 1.2% 26. Jan. 32 08. Mir. 24772
Sidkorea 4212 22 0.52% 27.Jan. 41  09. Mér. 28719
Rest 975 6  061% 28.Jan. 63  10. Mir. 32823
Welt 88948 3043 3.4% 29. Jan. 76 11. Mar. 37411
bereinigt* 6147 31 0.50 % 30. Jan. 90 12. Mir. 44116
31. Jan. 115
*Welt abziiglich VR China, Iran und Italien. 01. Feb. 142
02. Feb. 156
03. Feb. 163
2.2 Dynamik der Fallzahlen 04.Feb. 169
Deutschland 05.Feb. 202
06. Feb. 227
Tabelle 2: Falle in Deutschland 07.Feb. 286
nach Daten des RKI. 08. Feb. 304
Tag Datum Fille neue 09. Feb. 324
10. Feb. 337
0 24. Feb. 16 0 11. Feb. 413
1 25. Feb. 18 2 12. Feb. 459
2 26. Feb. 21 3 13. Feb. 465
3 27. Feb. 26 5 14. Feb. 523
4 28. Feb. 53 27 15. Feb. 544
5 29. Feb. 66 13 16. Feb. 701
6 01. Mar. 117 51 17. Feb. 814
7 02. Mar. 150 33 18. Feb. 826
8 03. Mar. 188 38 19. Feb. 947
9 04. Mar. 240 52 20. Feb. 1097
10  05. Mar. 349 109 21. Feb. 1226
11 06. Mar. 534 185 22. Feb. 1428
12 07. Mar. 684 150 23 Feb. 1795
13 08. Mir. 847 163 24. Feb. 2097
14 09. Mar. 1112 265 25. Feb. 2490
15 10. Mar. 1296 157 26. Feb. 2950
Regression fiir 24. Feb. bis 06. Mar.: 27. Feb. 3664
C = CoeM, Co = 12.83, A = 0.3353 28. Feb. 4725
T _ ) 29.Feb. 6048
Regression fiir 24. Feb. bis 09. Mar.: 01 Mar 7208
Co = 13.38, A =0.3251 02. Mir. 8814
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2.3 Daten zur Basisreproduktionszahl

Tabelle 4: Ermittelte Werte fiir Ry mit
Intervall der Unsicherheit.

Ry Intervall  Quelle

2.6 1.5bis 3.5 Ferguson fiir Wuhan [3]
2.2 1.4bis 3.9 Qun Li fiir Wuhan [4]
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3 Abbildungen
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Abbildung 1: Simulation zum SIR-Modell. S in blau, I in griin, R in magenta. (—Link)
Anfangswerte: S := 0.999,] := 0.001,R := 0.
Parameter: f := 2 und y := /Ry mit Ry := 3.

Covid-19-Pandemie
SIR-Simulation, Prognose fiir R8=2.2, A=0.335, I(0)=200/(83 Mio.)

Anteil der deutschen
Bevdlkerung
0.3

65 70 75 80 85 90
Zeit in Tagen ab 5. Marz 2020

Abbildung 2: Naive Prognose fiir den Anteil der infektiosen Bevolkerung in Deutschland.
Szenario, falls die Vermehrungskonstante A so hoch bleiben sollte wie bisher.
Kurven fiir Ry von 1.4 bis 3.0, die schwarze Kurve fir Ry = 2.2.

Covid-19-Pandemie
SIR-Simulation, Prognose fiir R@=2.2, A=0.15, I(0)=200/(83 Mio.)

Anteil der deutschen
Bevdlkerung

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180
Zeit in Tagen ab 5. Marz 2020

Abbildung 3: Naive Prognose fiir den Anteil der infektiosen Bevolkerung in Deutschland.
Szenario, falls A aufgrund von Sommer und Quarantédne absinken wird.
Kurven fiir Ry von 1.4 bis 3.0, die schwarze Kurve fir Ry = 2.2.
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https://cas-de.github.io/plot.htm?S(t),I(t),R(t);%20%5bS,I,R%5d%27=%5b-beta*I*S,beta*I*S-gamma*I,gamma*I%5d;%20p:=%5b0,0.999,0.001,0%5d;%20gamma:=beta/3;%20beta:=2;%20tw(0,40);;scale(1,0.2),P(10.2,0.5)

SEIR-Simulation, R@=2.2, B=3.24
Regression fir R0=2.2, a=1/3 und Daten 24. Feb. bis 6. Marz

Anteil der Bevodlkerung in %

10 20 100 110 120 130 140 150 160 170 180

Zeit in Tagen ab 5. Marz 2020

Abbildung 4: Prognose vom 6. Mérz fiir den Anteil der infektiosen Bevolkerung in Deutschland.
Kurven fiir Ry von 1.4 bis 3.0, die schwarze Kurve fiir Ry = 2.2.
Regression fiir eine Latenzzeit von drei Tagen.
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