Der mathematische
Werkzeugkasten

Vorwort

Dieses Heft war urspriinglich fiir Freunde gedacht, um
ihnen fiir die Physik bedeutsame mathematische For-
malismen zu erlautern. Zuséatzliche Themen kamen
hinzu und es wuchs noch ein wenig an. Aus diesem
Grund fehlen Beweise, sofern es sich nicht um einfa-
che algebraische Umformungen handelt, denn das hat-
te sehr schnell den Rahmen gesprengt, wir hatten da-
mals noch andere Dinge zu tun.

Einige der Formeln sind heuristisch. Das soll heiflen,
dass die Pramissen eventuell zu kompliziert sind oder
nicht vollstdndig bekannt. Oft handelt es sich dabei um
Fragen nach Konvergenz. Ich will den Text in Zukunft
noch einmal iberarbeiten und samtliche Pramissen zu
den Formeln und Sétzen hinzufiigen. Heuristische For-
meln werden dann explizit als solche gekennzeichnet.
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1 Lineare Algebra

1.1 Komplexe Zahlen

Die Winkelfunktionen stehen zur Exponentialfunkti-
on in Beziehung. Es ist

(1.1)
(1.2)

1 . .
sinx = —(e* —e™),
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1 . .
cosx = E(elx +e™™).

Mit diesen Formeln lassen sich die Ableitungen der
Winkelfunktionen gewinnen. Z.B. ist

1. . 1. .

sin’ x = E(e‘x —e ) = ?(ie”‘ +ie™™) (1.3)
i i

(1.4)

1 . .
= E(elx +e ™) = cosx.

Auch die Additionstheoreme lassen sich uber die Ex-
ponentialfunktion herleiten. Die Sinusschwingung

u = 4 sin(wt + @) (1.5)
lasst sich alternativ schreiben als
u = g el@ttieo, (1.6)

Die urspriingliche Schwingung ist dann gegeben
durch den Imaginarteil
u = Im(u). (1.7)
Die Schwingung lasst sich damit als Drehzeiger in-
terpretieren, der sich mit der Kreisfrequenz « entge-
gen dem Uhrzeigersinn dreht. Die urspriingliche Sinus-
Funktion ist einfach die Projektion auf die y-Achse.

Dieser Formalismus ist in dem Sinn vorteilhaft, als
dass sich hiermit zwei Schwingungen gleicher Kreis-
frequenz addieren lassen, indem man die Drehzeiger
wie Vektoren addiert. Es entsteht wieder eine Sinus-
Schwingung mit der gleichen Kreisfrequenz.

Man betrachtet die Zeiger (welche komplexe Zahlen
sind) einfach zum Zeitpunkt ¢ = 0. Selbst diese Zei-
ger kodieren samtliche Information tiber die Schwin-
gung, namlich die Anfangsphase und die Amplitude.
Man muss also lediglich die Summe

u,(0) + u,(0) = e + fyel? (1.8)
berechnen. Dazu ist es notwendig die komplexen Zah-
len von der Polarform in die algebraische Form um-
zurechnen. Dann kann man sie einfach addieren. Die
Summe muss anschliefend wieder in die Polarform
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umgerechnet werden. In dieser Form kdonnen Amplitu-
de und Anfangsphase abgelesen werden und man ist
fertig.

Was haben wir jetzt gelernt? Wir haben gelernt,
dass sich Schwingungen als Vektoren in Polarkoordi-
naten interpretieren lassen. Will man diese addieren,
so geht man einen Weg, den man in der Mathematik
haufiger finden kann. Man transformiert erst von Po-
larkoordinaten in euklidische Koordinaten, fithrt die
Addition aus und transformiert anschlieffend zuriick
in Polarkoordinaten.

Um dies moglichst ziigig auszufithren, sollte man
die Transformationsformeln immer parat haben. Die
Transformationsformeln von Polarkoordinaten in eu-
klidische Koordinaten sind

(1.9)
(1.10)

X =rcosg,
Yy =rsing.

Die Transformationsformeln von euklidischen Koordi-
naten in Polarkoordinaten sind

r=qx%+1? (1.11)
¢ = sgn(y) arccos(x/r). (1.12)

Die letzte Gleichung ist nur fiir ¢ = 7 ungultig.

Zwei Dinge spielen beim Rechnen mit komplexen
Zahlen eine wesentliche Rolle. Das ist zum einen die
Umwandlung von kartesischen Koordinaten in Polar-
koordinaten und umgekehrt. Zum anderen ist es die
Verwendung der eulerschen Formel.

Man kann die Berechnung von Funktionswerten der
komplexen Exponentialfunktion auf die Berechnung
von Funktionswerten der reellen Exponentialfunktion
zuriickfithren. Sei a := Re(z) und b := Im(z). Es ist

(a+bi) _ eaebi

ef=e =e%(cosb +1isinb). (1.13)

Damit hat man also Re(e?) = e“cosb und Im(e*) =
e?sinb gewonnen. Realteil und Imaginirteil konnen
separat ausgerechnet werden, ohne komplexe Zahlen
benutzen zu miissen. Die eulersche Formel hat uns die-
se Zuriickfithrung ermoglicht.

Die Berechnung des komplexen Logarithmus lasst
sich ebenfalls auf die Berechnung des reellen Logarith-
mus zuriickfithren. Dazu stellt man z in Polarform dar.
Sei also r = |z| und ¢ = arg(z). Es ist

w = In(z) = In(re'?) = In(r) + In(e'?)

= In(r) + ig.

(1.14)
(1.15)

Ersetzt man ¢ gegen ¢ + 27, so erhélt man ebenfalls z,
jedoch ein anderes w. Das Ergebnis der Logarithmus-
funktion ist also nicht eindeutig. Sie hat unendlich vie-
le sogenannte Zweige. Man verlangt nun —7 < ¢ und



1.2 Das Skalarprodukt

¢ < m. Dann definiert man den Hauptzweig als

In(z) := In(r) + ig. (1.16)

Die mengenwertige Logarithmusfunktion mit allen
Zweigen ist dann

Ln(z) := In(z) + 27ki. (k € Z) (1.17)

Man muss beachten, dass die Regeln In(xy) = In(x) +
In(y) und In(x¥) = yIn(x) im Allgemeinen nicht mehr
giiltig sind. Die hier dargestellte Rechnung fiir den Lo-
garithmus funktioniert aber. Man kann sich durch die
Probe iiberzeugen. Es ist

eV = eln(r)+1(p+271'k1 — eln(r)eupeZn'kl = rel? = .

1.2 Das Skalarprodukt

Die Menge der komplexen Zahlen mit der Addition zu-
sammen ist isomorph zum Vektorraum R? = R X R.
Das heif3t alles, was man mit Vektoren machen kann,
ist auch mit komplexen Zahlen méglich. Zu jedem
Punkt in der Menge R X R gehort genau ein Vektor,
der vom Koordinatenursprung auf diesen Punkt zeigt.
Zu jedem Punkt gehort auflerdem genau eine komple-
xe Zahl.

Sei V ein zweidimensionaler reeller Vektorraum mit
einem Skalarprodukt V XV — R, welches fir a,b € V
mit (a, b) notiert wird. Wie dieses spezifiziert ist, ist
egal, solange es die Skalarproduktaxiome erfiillt.

Fir jeden Vektorraum lasst sich eine Basis finden.
(Das schliefit wegen vacuous truth auch den Nullvek-
torraum mit ein, was aber eine Nebensachlichkeit dar-
stellt). Uber das Gram-Schmidt-Verfahren lisst sich da-
her jedem Skalarproduktraum eine Orthonormalbasis
geben.

Sei B := (ey, e2) eine Orthonormalbasis des reellen
Vektorraumes V. Jeder Vektor a € V kann als

a = ae; + azey (1.18)

dargestellt werden und es gilt ax = (ex, a).
Ist a := aje; + azez und b := byey + bsey, so gilt
(a, b> = a1b2 + azbz. (119)
Ein Vektor a € V lasst sich auch als komplexe Zahl

a=aj+ ai (1.20)

interpretieren, wobei man e; := 1und e, := i setzt. Fir
a, b € C muss hierbei

(a,b) := Re(ab). (1.21)
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sein, um Formel (1.19) zu erhalten.
Weiterhin gilt die Formel
(a,b) = l|a||b| cos ¢ (1.22)

wobei ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist.
Die Betrag eines Vektors ist

lal = V(a,a) = \/a? + d?.

Der Betrag eines Vektors ist die Linge dieses Vek-
tors. Die Formel wird durch den Satz des Pythagoras
motiviert. Der Betrag einer komplexen Zahl stimmt
mit dem Betrag des Vektors iiberein, wenn man die
komplexe Zahl als Vektor interpretiert. Es ist der Ab-
stand vom Koordinatenursprung zu dem Punkt, wel-
cher durch die komplexe Zahl gegeben ist.

Zwei Vektoren a und b lassen sich auch als Punkte
in einem Raum interpretieren. Der Abstand ist dann
gegeben durch

(1.23)

d(a,b) = |a—b|. (1.24)
Diese erfiillen die Metrik-Axiome. Somit ist d(a, b) ei-
ne verniinftige Metrik und (V, d) wird zu einem metri-
schen Raum.

Den hier vorgestellten Formalismus kann man nun
sofort auf den n-dimensionalen euklidischen Vektor-
raum R” verallgemeinern. Jeder Vektor lasst sich als
Linearkombination

a=ae +---+aye, (1.25)
darstellen. Das Skalarprodukt ist

{a,b) = arby + - - - + apb,. (1.26)
Die Formeln

(a,b) = |a||b| cos ¢, (1.27)

la| = V(a.a), (1.28)

d(a,b) = |a—b| (1.29)

bleiben weiterhin giiltig.

Fur das Skalarprodukt gibt es wichtige Rechenre-
geln. Es ist kommutativ und bilinear, jedoch nicht asso-
ziativ. Was bedeutet bilinear? Nun ja, es bedeutet, dass
eine Funktion linear in jedem ihrer zwei Argumente ist.
Allgemeiner ist multilinear auf diese Art definiert. Der
Ableitungsoperator ist linear. Das bestimmte Integral
ist linear. Das Summenzeichen ist linear. Proportiona-
le Funktionen sind linear. Lineare Funktionen sind in
diesem Sinn im Allgemeinen aber nicht linear.



Lineare Differentialgleichungen heiflen linear, weil
sie sich in der Form

Df(x) = g(x)

schreiben lassen. Dabei ist g eine gegebene Funktion
und f die gesuchte Funktion. Der Operator D ist ein
linearer Differentialoperator. Z.B. lasst sich

(1.30)

e +2f'(x) + f(x) = 4 (1.31)
auch als
Df(x) = (d—2+2i+1)f(x):4 (1.32)
dx? dx
schreiben.

1.3 Das auflere Produkt

Ein weiteres wichtiges Produkt ist das duere Produkt.
Das duflere Produkt ist eine bilineare Zuordnung

flab)=anb, f:VxV— AXV) (1.33)

wobei V und A%(V) Vektorraume sind. Da jeder Vek-
torraum eine Dimension besitzt, muss auch A%(V) eine
haben. Allgemein gilt:

dim(V))

L (1.34)

Sei V = R? und B = (ey, e5) die kanonische Basis. Sei
a = aje;+ase, und b = bie; + byes. Das aufiere Produkt
lasst sich in diesem Fall mit der Formel

dim(A*(V)) = (

anb= (a1b2 — a2b1)61 A ey (135)

berechnen. Das dufiere Produkt ist antikommutativ, es
gilt

aAb=-bAa. (1.36)

Damit ergibt sich a A a = 0. Allgemeiner ista A b = 0,
wenn a und b kollinear sind. Zwei Vektoren sind kolli-
near, wenn sie in dieselbe Richtung oder die entgegen-
gesetzte Richtung zeigen.

Das duflere Produkt ist aufierdem bilinear und asso-
ziativ. Diese Rechenregeln geniigen zusammen mit der
Antikommutativitit, um mit dem aufleren Produkt zu
rechnen. Ein Beispiel.

aAb=(ae; + axe) A (breg + boey)
= aje; A (bre; + baes) + azes A (breg + byes)
= aje; A bie; + aje; A byes
+dzes A bre; + azes A baes
=0+ ae1 A b2€2 + azes A b1€1 +0
= aibye; A ez + azbie; A eg
= aibye; A ey — asbie; A ey

= (a1by — azbr)e; N ey
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Fir das duflere Produkt gilt die Formel

aAb=|a||b|(sin@)e A es. (1.37)

Das duflere Produkt ist der Flacheninhalt des Paralle-
logramms, welches die beiden Vektoren aufspannen.

1.4 Das geometrische Produkt

Sei V ein Skalarproduktraum und a, b € V. Das geome-
trische Produkt fiir diesen Fall durch

ab :={(a,b) +aAb. (1.38)

definiert werden. Es ist ist bilinear und assoziativ, je-
doch weder kommutativ noch antikommutativ. Da das
Produkt bilinear ist, muss es sich um eine Abbildung
zwischen Vektorraumen handeln.

Fiir rechtwinklige Vektoren reduziert sich das geo-
metrische Produkt auf das duflere Produkt, fiir kolli-
neare Vektoren auf das Skalarprodukt. Wenn man eine
Orthonormalbasis B = (ey, €;) wiahlt, gilt daher

ejes = —eyeq, (1.39)
e1e; = 1, (140)
€€y = 1. (141)

Allgemeiner rechnet man bei Orthonormalbasen nach
dem folgenden Prinzip. Klammern diirfen wegen des
Assoziativgesetzes beliebig gesetzt werden. Fir zwei
ungleiche Basisvektoren e;, ej, d.h. i # j, gilt

eiej =e; N ej = —ej Ne; = —ejei.

Zwei gleiche heben sich auf, d.h. exe; = 1. Hiermit
lasst sich jedes beliebige Produkt von Basisvektoren
vereinfachen, bis kein Basisvektor mehr als einmal vor-
kommt. Z.B. gilt

€1€364€1€2€ = €1€3€4€1 = —€1€3€1€64

= €1€1€63€4 = €3€4.

Eine Transposition von zwei ungleichen Basisvektoren
kehrt demnach wie beim dufleren Produkt das Vorzei-
chen um, sofern sich keiner der beiden Vektoren dazwi-
schen befindet, andernfalls ist es komplizierter.

Diese Vereinfachungen muss man stindig machen,
wenn man mit dem geometrischen Produkt rechnet.

Multivektoren der Form
a+beje; (1.42)

sind isomorph zu den komplexen Zahlen. Es ist eje; =
e1 ANey =1. Z.B. ist

(1.43)
(1.44)

i? = (e1e2)” = (ere2)(e1e2) = erezeren

= —e1e1e2e2 = -1.



1.4 Das geometrische Produkt

Mit der eulerschen Formel kann man schreiben

ab = (a,b) + a A b =|a||b| cos ¢ + erez]al|b| sin ¢

= |a||b| cos ¢ +i|al|b| sin ¢ = |a]|b|e?.

Mit dem dufieren Produkt kénnen wir einen Formalis-
mus aufbauen, der alle assoziativen hyperkomplexen
Zahlensysteme zu einem einzigen System zusammen-
fasst.

Was das soll? Nun ja, man kann jetzt austesten, was
passiert, wenn man einen gewohnlichen Vektor mit
der imaginiren Einheit multipliziert. Es ist

i(ajer + azey) = erex(are; + azey)

aieijeser + azereses = —ajere1en + aseq

—aiey + ase; = asep — ajeés.

a)=%)

Dem Vektor widerfihrt eine Drehung um 90° im Uhr-
zeigersinn. Das geometrische Produkt ist nicht kom-
mutativ. Wenn man von der anderen Seite mit i mul-
tipliziert, fithrt das zu einer Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn. Bei komplexen Zahlen ist es egal, weil die
Multiplikation ja kommutativ ist. Es ist

bzw.

i(ay + azi) = ejezx(ay + azese;)

=ajeies — Ay = aiji—as = —as + ai

Die komplexe Zahl wird um 90° gegen den Uhrzeiger-
sinn gedreht. Multipliziert man von der anderen Seite
mit i, so erhilt man das selbe Ergebnis. Die komplexen
Zahlen sind ein Spezialfall, fiir den das geometrische
Produkt kommutativ ausfillt, obwohl das Kommuta-
tivgesetz nicht allgemeingiiltig ist.

Der Isomorphismus, der einen Vektor in eine kom-
plexe Zahl tiberfiihrt, ist das geometrische Produkt mit
e;. Denn es ist

(1.47)
(1.48)

era = ej(aje; + azes) = ajeje; + aseiey

= a; + azeie; = a; + axi.

Was macht die komplexen Zahlen eigentlich aus? Be-
ziiglich der Addition sind es nur ganz gewohnliche
Vektoren. Vollig uninteressant. Das besondere ist die
seltsame Multiplikation. Mit der Multiplikation von
zwei konnen wir die Lange einer Zahl (interpretiert
als Vektor vom Ursprung auf einen Punkt im Zahlen-
strahl) verdoppeln. Durch die Multiplikation mit einer
komplexen Zahl kénnen wir eine Zahl nicht nur ver-
langern, wir kénnen sie auch Drehen.

Wenn man einen Vektorraum mit einer bilinea-
ren Multiplikation ausstattet, entsteht etwas, das man
auch als Algebra bezeichnet. Der euklidische Vektor-
raum zusammen mit dem geometrischen Produkt wird
dadurch zu einer assoziativen Algebra, die Clifford-
Algebra genannt wird. Mit dem geometrischen Pro-
dukt kénnen wir Vektoren drehen.

Das Vektorprodukt lasst sich mit

axb=(aAb)I=(aADb)eseses (1.49)
berechnen. Diese Formel gilt nur, wenn man keine
Rauminversion zulasst. Das Ergebnis des Vektorpro-
duktes ist eigentlich ein sogenannter Pseudovektor.
Dieser entsteht, weil man die Bilinearitat des Vektor-
produktes fordert.

Ein Vektor é#ndert bei Rauminversion im R* sein Vor-
zeichen, ein Pseudovektor tut das nicht. Rauminversi-
on bedeutet, dass jeder Basisvektor e, gegen —e aus-
getauscht wird. Das rechtshindige Koordinatensystem
wird dadurch zu einem linkshandigen. Bei einem Vek-
tor a ist nun

ai(—e1) + ax(—ez) + as(—es)

= —(a1e1 + aze; + aze3) = —a. (1.50)
Fiir I bekommt man

(—e1)(—ex)(—e3) = —ejezes = —1. (1.51)
Das Vektorprodukt ist bilinear. Man erhélt

(—a) X (=b) = (-1)(-1)ax b =axb. (1.52)
Eigentlich wiirde man aber gerne

(=a) A (=b)(=I) = —(a A b)I (1.53)

erhalten. Das duflere Produkt ist auch bilinear. Aller-
dings besteht hier kein Problem, weil ja die Basisbivek-
toren e; Aej = (—e;) A (—e;) im Ergebnis des Produktes
enthalten sind.

Abschlieffend sollen noch einige niitzliche Definitio-
nen formuliert werden. Der Projektionsoperator [A]x
projiziert den Anteil vom Grad k heraus. Vom Grad
null sind Skalare, vom Grad eins sind Vektoren und Ko-
vektoren, vom Grad zwei sind Bivektoren usw. Bei ne-
gativem k kann man [A]x = 0 setzen. Sind a, b, c reelle
Zahlen so ist z.B.

[a + be; + cerez]o = a, (1.54)
[a + bey + cejes]; = beq, (1.55)
[a + bey + ceres]s = ceqes. (1.56)



Man definiert nun

ANB:= Zi’j[[A]i[B]j]va (1.57)
AuB =3, [[AL[Bl i, (1.58)
(A,B) := >3, [[ALi[B;lo, (1.59)
AcB = 3, [[AL[Bl -y (1.60)

Man projiziert Anteile heraus, bildet von diesen das
geometrische Produkt und projiziert dann wieder der
Formel entsprechend den Anteil heraus. Dartiber wird
aufsummiert.

Bei A A B handelt es sich um die Verallgemeinerung

des aueren Produktes. Das Produkt A 1 B wird Links-
kontraktion genannt und ist eine Verallgemeinerung
des Skalarproduktes. Das Produkt AL B wird Rechts-
kontraktion genannt und ist auch eine Verallgemeine-
rung des Skalarproduktes. Das Produkt (A, B) ist eine
Verallgemeinerung des Skalarproduktes, die auch tat-
sachlich immer einen Skalar liefert.
Xw. Mit
der Rechtskontraktion wiirde das keinen Sinn ergeben,
weil X ein Vektor und w z.B. vom Grad zwei sein soll.
Mit der Rechtskontraktion wiirde man dann einen ne-
gativen Index zur Projektion erhalten.

In der Physik sind die Pauli-Matrizen von Bedeu-
tung. Es ist

o1 S | IR PO
Y701 o]0 27 i oofr P lo -1

Fir die Multiplikation von Pauli-Matrizen muss man
sich eine Multiplikationstabelle merken. Wenn man
das geometrische Produkt zur Multiplikation verwen-
det, dann entsprechen die Pauli-Matrizen o} jedoch
einfach den Basisvektoren ej. Die Einheitsmatrix ent-
spricht der Zahl eins und i entspricht e;e;es. Der Vor-
teil ist, dass man sich keine Multiplikationstabelle mer-
ken muss.

Es gibt auch die Schreibweise ixw :=

Verwendet man die Basis des Minkowskiraums mit
dem metrischen Tensor g = diag(1, -1, -1, —1), so las-
sen sich die Dirac-Matrizen y* ebenfalls gegen die Ba-
sisvektoren eX ersetzen. Die Basisvektoren bilden je-
doch keine Orthonormalbasis, man rechnet stattdes-
sen (ex)? = g*F mit g** = gxr. Das Produkt von Dirac-
Matrizen entspricht dem geometrischen Produkt von
Basisvektoren. Da die Basisvektoren eine Orthogonal-
basis bilden, ist das geometrische Produkt der Basis-
vektoren antikommutativ.

1.5 Das Tensorprodukt

Das Tensorprodukt ist bilinear und assoziativ. Jedoch
ist es weder kommutativ noch antikommutativ. Mit

1 Lineare Algebra

diesen Rechenregeln ist es moglich das Tensorprodukt
von zwei Vektoren auszurechnen. Es ergibt sich

a®b = (aje; + azey) @ (bre; + boey)

= ae; ® (bieg + byes) + ase; ® (breg + baey)
= aje; @ bie; + aje; ® byes

+ aze; ® bie; + azes ® baey

= a1bie; ® e; + ajbse; @ ez

+ a2b162 ®e; + azbzez ® es.

Das Tensorprodukt macht aus zwei Vektoren eine Ma-
trix, die als Tensor bezeichnet wird. Es ist

[al] ® [bl] _ [albl albz]

a bz a2b1 azbz ’

Dabei ist folgendes wichtig. Der Tensor selbst ist wie
ein Vektor unabhingig von der gew#hlten Basis. Wech-
selt man die Basis gegen eine andere aus, so dndern
sich die Eintrage der Matrix. Der Tensor selbst bleibt
aber der gleiche.

Es verhalt sich wie bei physikalischen Groflen. In
einer anderen Einheit ergibt sich ein anderer Zahlen-
wert. Die Grofle, welche aus Zahlenwert und Einheit
besteht, bleibt aber gleich.

Sei B = (ey, e2) eine Basis und sei B = (e[, e;) eine
zweite Basis. Ein und derselbe Vektor kann in zwei un-
terschiedlichen Basen ausgedriickt werden. Seien ay
die Koordinaten beztiglich der Basis B und a; die Ko-
ordinaten beziiglich der Basis B’. Es ist

(1.61)

a=aie; + aze; = aje] + aze,. (1.62)

Dabei stellt sich natiirlich die Frage, wie man von den
alten Koordinaten auf die neuen kommt. Dieses Pro-
blem wird unter dem Stichwort Basiswechsel gelost.
Bei Tensoren kann man auch einen Basiswechsel ma-
chen.

Nun ist es auch méglich a ® b ® ¢ zu bilden. Wie soll
man sich das Ergebnis vorstellen? Nun ja, es ist eine
dreidimensionale Tabelle. Man kann sich ein Regal mit
Zeilen und Spalten vorstellen, bei dem man in jedem
Fach noch schrittweise in die Tiefe gehen kann.

Tensoren bilden mit der Addition wieder einen Vek-
torraum. Alles was man mit Vektoren tun kann ist also
auch mit Tensoren méglich.

Man verwendet die Kurzschreibweise

n n
DI (1.63)
ij i=1 j=1
Anstelle von
T = ZTU €i®€j (164)

ij



1.5 Das Tensorprodukt

schreibt man einen Tensor auch kiirzer als T;;.

Dabei hat man sich (fiir n = 2) natiirlich stillschwei-
gend auf die Basis B = (e, e;) festgelegt. Wir wollen
diese Kurzschreibweise im Folgenden auch verwenden.
Das Tensorprodukt wird nun kiirzer

Tij = aib]‘ (165)
geschrieben. Wir konnen ein Tensorprodukt aus belie-
big vielen Vektoren bilden. Z. B.

Tijk1 = aibjcid,. (1.66)
Auch aus Tensoren lassen sich Tensorprodukte bilden.
Z.B.

Tijkl = A,-jBkl. (1.67)
Man kann einen Tensor nun kontrahieren. Bei der Kon-
traktion setzt man zwei Indizes gleich und summiert
anschlielend iiber diesen Index auf. Die Kontraktion
von Tj; ist z. B.

D Tik = Ti + T (1.68)
k

Das Skalarprodukt ist ein Spezialfall von Tensorpro-
dukt gefolgt von Kontraktion. Das Skalarprodukt von
a; und b; ist

Z aiby.
k

(1.69)

Wenn wir keine Orthonormalbasis verwenden, dann
lasst sich das Skalarprodukt so nicht bilden. Man muss
dann zuerst einen Basiswechsel in eine Orthonormal-
basis machen oder man verwendet den Formalismus
mit dem metrischen Tensor.

Der Formalismus mit dem metrischen Tensor l4sst
sich allgemein bei Kontraktionen verwenden. Wenn
man keine Orthonormalbasis hat, muss man bei der
Kontraktion blof} darauf achten, dass ein Index oben
und der andere unten steht. Ein beliebiger Index 14sst
sich mit dem metrischen Tensor senken und mit dem
inversen metrischen Tensor heben.

Die Multiplikation von Matrizen ist ein Spezialfall
von Tensorprodukt gefolgt von Kontraktion. Seien a;x
und b;; zwei Matrizen. Das Produkt ist

i = 2 aikbu;.
3

(1.70)

Ein antisymmetrischer Tensor ist ein Tensor mit der Ei-
genschaft T;; = —T;;. Die Hauptdiagonale von einem

antisymmetrischen Tensor besteht zwingend aus Nul-
len. Von zwei Vektoren g, b kann man einen antisym-
metrischen Tensor auf folgende Art bilden. Man rech-
net

aib,
azb,

S}

azb,

_ albz _ a1b1
® b Q— [ azbz] [albz

azbl]

[ (a1b; - azbl)]
(azby — albz) 0

0 1
= (a1b2 — azby) [_1 O]

= (a1by — azb1)(e1 ® e; — 3 @ €1).
Mit der Definition

eiNej:=e ®ej—ejVe; (1.71)

erhalt man

aNb=a®b-b®a. (1.72)

Die Formel ist auch fiir Vektoren mit mehr als zwei
Komponenten giltig. Das bestatigt man durch die
Rechnung

a®b—b®a:Za,—bje,-@ej—Zb,-ajei@ej
i,j i,j

= Z(aibj — djbl') e; ® €j
i’j

= > (aib; -

i<j

= Z(aibj -

i<j

ajbl-)(ei ® €j —€j ® ei)

ajb,-)ei A € =4a A b.

AbD jetzt sollen die Vektoren mit einem Index numme-
riert werden. Das ist leider etwas verwirrend, da die
ax bisher Komponenten waren und ab jetzt Vektoren
sind. Man definiert

1
Alty(a1®...®ay) = — Z sgn(0) Ag(1)®. . .®dg(n).-

T o0€S,

Fiir Vektoren ay. gilt allgemein die Formel

G A...Na, =nlAlty(a; ® ... ay). (1.73)

Wenn man das Epsilon-Symbol verwendet, dann kann
man auch alternativ schreiben

1
Alty(a1®...®a,) = Ei Zi &ip...in0i; ®...0Qa;,.
1= ln

An dieser Stelle soll noch festhalten werden, dass fur
einen antisymmetrischen Tensor gilt

A= Za,je,®e]— Zalje,/\ej—Za,]e,/\e]

i<j



Allgemeiner ist

A= 2 a,1 Linei®...0e;, (1.74)
1

= — Z ai,,. i€y N ... Nei, (1.75)
[

= Z iy, i€ A A€ (1.76)

Fiir einen antisymmetrischen Tensor mit den Kompo-

nenten aliy, ..., in] := a;,._;, gilt

Lol (177)

aliy, ..., in] = sgn(o)alo(iy), . .

Ein Tensor lasst sich nun auf einen Vektor anwenden,
indem immer iiber den letzten Index kontrahiert wird.
Fir A := 3;; ajje; ® ej und v := Xj vxex hat man nun

Av) = (A, v) = Z a;kUke;. (1.78)
Somit gilt (e; ® ej, ex) = e;;. Weiterhin gilt

T(v,w) = ((T,w),v), 1.79)

T(u,v,w) = (((T, w),v),u) 1.80)
usw. Allgemein gilt dann die Formel

(T ® ey, ej) =To;. (1.81)
Sinnvollerweise definiert man auch

(ei,ej ® T) :=T6. (1.82)

Fiir einen Tensor A zweiter Stufe ergibt sich dann

(A, 0) = (v, AT). (1.83)
Einen Tensor zweiter Stufe transponiert man wie eine
Matrix, d. h. man definiert

(Z aijjeé; ® ej)T = Z aji€; ® €. (184)
ij ij

Allgemein verwendet man eine Permutation o, welche
die Indizes permutiert. Man notiert am besten T°. Spe-
ziell ist dann AT = AD,

1.6 Allgemeine Basen

Bei Orthonormalbasen stehen die Basisvektoren je-
weils senkrecht aufeinander und haben den Betrag
eins. Die Basisvektoren einer Orthonormalbasis B =
(e1, e2) wollen wir mit e, bezeichnen.

Wir lassen diese Forderung nun fallen und bezeich-
nen mit f; die Basisvektoren einer allgemeinen Basis

1 Lineare Algebra

F = (f1, f2). Es ist moglich, den Vektor f; als Linear-
kombination aus den e auszudriicken. Es ist

fi = fuer + fizeo, (1.85)
fo = furer + fares. (1.86)
Das konnen wir kompakt zusammenfassen zu
fk = frien + froez (1.87)
bzw. noch kompakter zu
fie = 2 fuier. (1.88)
i

Wir wollen jetzt ein Skalarprodukt berechnen. Es er-
gibt sich

(a,b) = (a1 f1 + azfo, b1 fi + b2 f2)
= (a1 f1, bif1) + (a1 f1, b2 f2)
+ (a2 f2, b1 f1) + (az 2, b2 f2)
= a1bi(f1, fi) + a1b2(f1, f2)
+ azbi(f2, f1) + azba(f2, f2)
= a1bign1 + a1b2g12 + azbiga1 + azbzga:
Die Skalarprodukte g;; = (f;, fj) kann man zum metri-

schen Tensor zusammenfassen. Der metrische Tensor
ist also die Matrix

g= [911 912] _ [(flaﬁ) (fis f2)
9421 922 (fos f1) (S 2|

Mit a’ = aje; +aye, wollen wir den Koordinatenvektor
zum Vektor a = a;fi + a, f; bezeichnen. Wir kénnen
das Skalarprodukt nicht mehr mit

(1.89)

(a’,b) = Z aib; (1.90)
berechnen, sondern mussen es mit
{a,b) = (1.91)

(ga’, b’y = >, gijab;
i,Jj

berechnen. Ab jetzt wollen wir die Indizes aller Koor-
dinaten nach oben stellen und schreiben

a=afi+adf,

a’ = a'e; + d’e,.

(1.92)
(1.93)

Zu den Koordinaten a* des Vektors a beziiglich der Ba-
sis F gibt es duale Koordinaten ay. Der Duale Koordina-
tenvektor von a’ ist ga’. Das bedeutet der Koordinaten-
vektor wird mit dem metrischen Tensor multipliziert.
Es ist also

i
ak = ngia
ki

(1.94)



1.7 Basiswechsel

AufBerdem gibt es eine zu F duale Basis F* = (f1, f?).
Es ist

fe =2 grif",
k,i

fk — ngifk-
k,i

(1.95)

(1.96)

Dabei ist g~ = (g") die inverse Matrix von g = (g;;).
Hierfiir gibt es die Formel

. [911 glz] _ 1 [922 —912]
9% g% G11922 — g12921 [~921  gu |’
Mit diesem Formalismus lasst sich das Skalarprodukt
auch durch

(a,b) = a'b; + a’b, (1.97)
berechnen. Allgemeiner ist
(a,b) = Z a'b; = Zgijaibj. (1.98)

i,j
Ein Vektor lasst sich sowohl als Linearkombinationen

mit der Basis als auch als Linearkombinationen mit der
Dualbasis ausdriicken. Es ist

a=afi+dfo=af' +af’ (1.99)

1.7 Basiswechsel

Sei B = (b1, by) eine Basis und B” = (b}, b;) eine zweite
Basis. Seien xj die Koordinaten des Vektors v beziig-
lich der Basis B und x; die Koordinaten beziiglich der
Basis B’. Mit x wollen wir den Koordinatenvektor der
Koordinaten x; bezeichnen. Das sind die Koordinaten
xy als Tupel geschrieben, jedoch nicht der eigentliche
Vektor v. Es stellt sich die Frage, wie man von den Ko-
ordinaten xj zu den Koordinaten x; gelangt.

Die Basisvektoren konnen als Linearkombination
aus den gestrichenen Basisvektoren ausgedriickt wer-
den. Es ist

bk = Z aikb;.

Man kann das auch als Matrizenmultiplikation schrei-
ben. Sei A = (a;j). Da man bei der Matrizenmultiplika-
tion tiber den zweiten Index summiert, missen wir die
Matrix transponieren. Kompakter schreibt man nun

(1.100)

BT = ATB'T. (1.101)
Mit BT ist der Spaltenvektor zu B gemeint, da es sich
bei bei B um einen Zeilenvektor handelt. Daraus erhélt

man mit der allgemeinen Regel (AB)” = BT AT auch

B =PB'A. (1.102)

Den Vektor konnen wir sowohl in der alten als auch in
der neuen Basis ausdriicken. Es ist

v = Zxkbk = inlcb/;- (1.103)
k k
Man ersetzt die by nun und erhilt
v= D> x> aikb] = D > aixb] (1.104)
k i ik
(1.105)

= Z Z agixiby.
ki

Durch einen Koeflizientenvergleich stellt man fest

Xp = D agiXi. (1.106)
i
Das kann man kompakt als
x' = Ax. (1.107)

formulieren. Die gesamte Herleitung lasst sich genau-
so kompakt schreiben. Unter Verwendung von B =
B’A ergibt sich

v = B'x" = Bx = B'Ax. (1.108)

Durch einen Koeffizientenvergleich oder durch Multi-
plikation mit B! erhilt man wieder
x' = Ax.

(1.109)

Wenn wir also A kennen, so ist unser Problem schon
gelost. Kennen wir A™!, so miissen wir daraus noch A
bestimmen.

Es kann auch der Fall bestehen, dass man die Koordi-
naten der Basisvektoren kennt. Man kann dann B auch
zu einer Matrix expandieren. Es ist

bu] [bm] [bu blz}

B=(b1,by) = , = . (1.110
(b, b2) ([b21 9 Ul P B
Die Gleichung B’A = B lasst sich nun als lineares Glei-

chungssystem interpretieren. Dabei sind B’ und B ge-
geben und A ist gesucht. Man hat also

LA blz]
1 : 1.111
,b21 bzz bar bz ( )
Mit dem Gauf3-Jordan-Verfahren erhilt man
[ 1 0|an ap
0 1] an azz] (1.112)

und kann die Eintrage von A direkt ablesen. Eigentlich
handelt es sich um zwei Gleichungssysteme. Das erste
davon ist

5l
= . 1.113
[bél by, | |az1 b2 ( )
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Alternativ kann man B’~! bestimmen und dann

A=B"'B (1.114)
berechnen.

Ein besonders einfacher Fall ist der, dass der Basis-
vektor bl’< zum Basisvektor by um einen Winkel ver-
dreht ist. Fur jedes k soll dabei der gleiche Drehwinkel
¢ bestehen. Die Matrix A ist dann orthogonal. Man hat
in diesem Fall A~! = AT,

Die Transformationsmatrix A von den alten in die
neuen Koordinaten nennt man auch Tg,. Man schreibt
dann x’ = Tf;g. Dass B’ im Index unten steht und B
im Index oben, ist sinnvoll. Es ist ja Tg, = B’"!B. Die
Matrix B’ steht sozusagen im Nenner.

1.8 Eigenwerte

Sei A eine quadratische Matrix. Normalerweise dreht
und skaliert die Matrix A einen Vektor v. Man kann
nun die Frage nach Vektoren v stellen, fiir die sich die
Anwendung der Matrix wie eine Skalierung verhilt,
ohne den Vektor zu drehen. Gesucht sind also Vekto-
ren v, fir die

Av = lv

(1.115)

ist. Dieses Problem wird Eigenwertproblem genannt.
Der Vektor v wird Eigenvektor der Matrix A genannt
und A ist der dazu gehorige Eigenwert.

Beide Seiten der Gleichung lassen sich mit einer
Zahl multiplizieren. Man hat dann A(rv) = A(rv). Nun
ist v/ = rv wieder ein Vektor. Hat man einen Eigen-
vektor gefunden, so lassen sich also beliebig viele pro-
duzieren, die alle kollinear sind.

Die Umformung der Gleichung ergibt

(A—AE)v = 0. (1.116)
Das lasst sich als homogenes LGS interpretieren. Ein
homogenes LGS Av = 0 hat nur dann nichttriviale L6-
sungen, wenn det A = 0 ist. Es muss also

det(A—AE) =0 (1.117)
sein. Sei A nun eine 2X2-Matrix. Es ist dann
di;r  dpp A0 _
e ][ oo

Damit erhélt man das charakteristische Polynom

A% — Spur(A)A + det(A) = 0. (1.119)

1 Lineare Algebra

In diesem Fall ist es eine quadratische Gleichung. Mit
den beiden Losungen Ay, A; 16st man nun die Glei-

chungssysteme
(A-AME)p =0,
(A - /12E)Q =0.

Da diese unterbestimmt sind, sucht man sich Losungen
v,,v, aus, wo z. B. v;; = 1ist. Damit kann man leichter
rechnen.

Jetzt kann man eine Eigenzerlegung A = TDT ™! vor-

nehmen. Dabei ist D = diag(A;, A;). Die Matrix T ist

v 021] (1.120)

T=lopo]= [012 ()

Man stellt nun fest, dass
A? =(TDT™Y)? = TDT'TDT™! = TD*T™!. (1.121)
Im Allgemeinen hat man fiir eine natiirliche Potenz

A" =TD"T™' (1.122)
Dieses Prinzip funktioniert erstaunlicherweise sogar
fir reelle Potenzen. Die Formel ist von praktischer
Bedeutung, da sie es ermoglicht, grofle Potenzen ei-
ner Matrix ohne groflen Aufwand zu berechnen. Es ist
namlich D" = diag(A}, A7).

Man kann sogar allgemein eine Funktion f auf die
Matrix A anwenden. Sei f eine Funktion, die sich als
Potenzreihe darstellen lasst. Man hat dann

fA) = > axA" = > aTD"T™
k=0 k=0 (1.123)

_ T( i akD”)T_l = TA(D)T.
k=0

Auflerdem ist f(D) = diag(f(41), f(12)).

Auch mit dem Satz von Cayley-Hamilton l4sst sich
die Anwendung einer Funktion auf eine Matrix berech-
nen. Der Satz von Cayley-Hamilton sagt aus, dass eine
Matrix eine Nullstelle ihres eigenen charakteristischen
Polynoms ist. Es ist also

A% — Spur(A)A + det(A)E = 0. (1.124)
Mit dieser Formel hat man

A% = Spur(A)A — det(A)E = pA + ¢E. (1.125)
Damit ergibt sich

A% = A’A = (pA+ gE)A = pA® + gA (1.126)

= p(pA+ qE) + qA = p*A+ qA + pqE (1.127)

= (p* + q)A+ pgE = p’A+ ¢E. (1.128)



1.9 Multilinearformen

Das setzt sich fiir hohere Potenzen so fort. Es gibt zwei
Zahlen p, q, sodass

A" = pA+qE (1.129)

ist. Bei Partialsummen von Potenzreihen kann man
diese Methode auch anwenden. Die Methode funktio-
niert sogar fiir Potenzreihen. Sei f eine Funktion, die
man als Potenzreihe darstellen kann. Es gibt zwei Zah-
len p, g, sodass

f(A) = pA+¢E (1.130)

ist. Die Frage ist jetzt natiirlich, wie man auf diese Zah-
len p, ¢ kommt. Weil die gleiche Argumentation auch
fur die Eigenwerte funktioniert, erhélt man

f) =pAi +q,
f(A2) =pAz +q.

Das ist ein einfaches lineares Gleichungssystem in den
Unbekannten p, g. Man erhélt die Losungen

f(d2) - f(A)
Ao=2A1

q = f(4) - phi.
Wenn die beiden Eigenwerte zusammenfallen, kann
man p mit der angegebenen Formel nicht berechnen.

Man sieht aber, dass der Ausdruck beim zusammenfal-
len zur Ableitung wird. Im Fall A; = A, ist daher

p=fW.

(1.131)

(1.132)

(1.133)

1.9 Multilinearformen

Die Dachprodukte vom Grad k bilden k-Blades. Durch
Linearkombination von k-Blades lassen sich alle k-
Vektoren bilden. Solche k-Vektoren kann man nun
auch als alternierende Multilinearformen auffassen.

Multilinearformen sind einfach lineare Abbildun-
gen, wenn man alle Argumente bis auf eines konstant
halt. Alternierend bedeutet, dass sich das Vorzeichen
umdreht, wenn zwei Argumente vertauscht werden.

Eine Multilinearform ist nun aber eine Funktion, die
Vektoren als Argumente und eine Zahl als Wert hat.
Wie kann man k-Vektoren auf Vektoren anwenden?

Dazu betrachtet man zunéchst 1-Formen. Das Ska-
larprodukt schreibt man (u,v). Wenn aber keine Or-
thonormalbasis vorliegt, so muss man den Formalis-
mus mit Kovektoren verwenden. Es lasst sich dann die
Formel

(ei,ej> = 5,']‘ (1.134)
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verwenden. Man berechnet dann

w(v) = {w,v) = 00" + w0’ (1.135)

wobei wy die Komponenten von w bezliglich der Du-
albasis und v* die Komponenten von v beziiglich der
normalen Basis sind. Eben dieses w ist die Linearform.

Ziel ist es nun, diesen Formalismus auf alternieren-
de Multilinearformen zu tibertragen. Das ist natiirlich
vollig analog zur Kontraktion von Tensoren.

Allgemein wird die Anwendung einer alternieren-
den Multilinearform auf einen Vektor mit dem inneren
Produkt formuliert. Es gilt die Rechenregel

(v, ...,0,) = (Viaw)(vs, . .., Up). (1.136)

Fir eine 1-Form ist einfach v_w = (w, v).
Sei a der Grad von A. Mit der Formel

0 (AAB) = (v1A) A B+ (=1)*A A (v1B) (1.137)

lasst sich jede Berechnung auf 1-Formen zuriickfithren.
Fiir eine 2-Form gilt einfach

w(u,v) = (w2e' A e*)(u,v)

= wlzulvz - wlzuzvl.

Es gibt auch eine allgemeine Formel mit Permutatio-
nen und Signum.

Allgemeiner kann man rein kovariante Tensoren als
Multilinearformen interpretieren. Man definiert dazu
die Anwendung auf Vektoren iiber die Tensorkontrak-
tion. D. h. man definiert

T(Cl, b) = Z Tijaibj,
ij
T(a,b,c) := Z Tijkaibick
ij.k

usw. Die alternierenden Multilinearformen entspre-
chen dann genau den antisymmetrischen Tensoren.
Wenn also w;j = —wj; und wir = 0 ist, so ergibt sich
z.B.

601261 A 62 = 64)1261 ® 62 - a)lzel ® 62
= Z wl-jei Qe
ij

Damit erhilt man

w(a,b) = Z wijaibj = wipa'b? — wya®bt. (1.138)

i,j

Kontrahiert man nicht tiber alle Indizes so lassen sich
Tensoren allgemeiner als multilineare Abbildungen in-
terpretieren. Wichtig ist nur, dass bei der Kontraktion
immer ein Index oben und der zweite unten steht.
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2 Analysis

2.1 Vektorwertige Funktionen

Das Ableiten einer vektorwertigen Funktion ist ein-
fach, da man die Linearitit des Differentialoperators
ausnutzen kann. Sind e; und e, die Basisvektoren, so
lasst sich die vektorwertige Funktion schreiben als
v(x) = e1v1(x) + exvz(x). (2.1)
Es kann sich z.B. um eine Parameterkurve handeln.

Die e; sind wie konstante Faktoren zu behandeln. So-
mit ergibt sich

Du(x) = D(e1v1) + D(ezv2)

= e¢;Dvy + e Doy

Ein Vektorfeld wird daher abgeleitet, indem es kompo-
nentenweise abgeleitet wird. Falls die Basisvektoren e
auch von x abhéngig sind, muss man die Produktregel
zu benutzen. Es ist z. B.

D(elvl) = (Del)vl + e;Dvy. (22)
Da Matrizen ebenfalls Vektoren sind, konnen auch sie
komponentenweise abgeleitet werden. Dasselbe gilt

fiir Tensoren. Die Produktregel gilt aulerdem fiir Ska-
larprodukte. Es ist

D{(a,b) = D( D akbk) = > D(axby)
= > [(Dag)by + arDby]

= Zk(Dak)bk + Zk akak
= (Da, b) + (a,Db).

Weiterhin gilt die Produktregel fiir Tensorprodukte
und damit auch fiir dufiere Produkte.

Da das bestimmte Integral auch linear ist, kon-
nen vektorwertige Funktionen auch komponentenwei-
se Integriert werden, solange die Basisvektoren kon-
stant sind. Allgemein gilt die Argumentation fiir belie-
bige lineare Operatoren.

2.2 Funktionen mit mehreren
Argumenten

Man kann anstelle einer Funktion f(x) mit einem
Argument auch eine Funktion mit zwei Argumenten
f(x1, x2) definieren. Wie leitet man eine solche Funkti-
on ab? Zunichst kann man die partiellen Ableitungen
von f berechnen. Dabei tut man so, als wéren alle Va-
riablen, bis auf eine, Konstanten. Dann leitet man die

2 Analysis

Funktion ganz normal nach dieser Variable ab. Zum
Beispiel ist

0 0
a_xlf(xl’XZ) = a_xl(xlzxz + x1%5)

d
= d—(xza +xa%) = 2xa + a
x

_ 2
= 2x1X2 + X5

Kurze Schreibweisen fiir partielle Ableitungen sind

0
D f=0,f=—F. 2.3
f=of =g f 23)
Die partiellen Ableitungen lassen sich zu einem Vektor
zusammenfassen. Dieser Vektor wird dann als Nabla-
Operator bezeichnet. Es ist

V= Die; + Doey (24)
bzw. allgemeiner
\Y% =Die;+---+ Dyep. (25)

Die Argumente einer Funktion lassen sich auch zu ei-
nem Vektor zusammenfassen. Man schreibt dann kurz

J&) = flx, .. (2.6)

s Xp).

Eine Funktion kann einer Zahl auch einen Vektor zu-
ordnen. Ein Beispiel ist die Parameterkurve

cost
()= [sint] . (2.7)
Es ergibt sich der Einheitskreis. Eine solche Funktion
wird abgeleitet, indem sie nach jeder Komponente ab-
leitet wird. Wertet man die Ableitung an der Stelle ¢
aus, so erhilt man einen Tangentialvektor.

Nun kann man doch auch eine Funktion definieren,
welche sowohl mehrere Argumente hat, als auch vek-
torwertig ist. Man schreibt dann f(x) oder auch ein-
fach wieder f(x) bzw. f(x). N

Wie leitet man eine solche Funktion ab? Man kann
beziiglich einer Komponente nach einer Variable parti-
ell ableiten. Alle Ableitungen fasst man zur Jacobi-Ma-
trix zusammen. Die Jacobi-Matrix verallgemeinert al-
so den Nabla-Operator. Die Jacobi-Matrix ist definiert
durch

J=Df = (Djf). (2.8)

Dabei sind f;(x) die Komponenten der vektorwertigen
Funktion f.



2.3 Die Kettenregel

Die Tangente der reellen Funktion f an der Stelle x

ist durch die Gleichung

T(x) = f'(x0)(x = x0) + f(x0) (2.9)
gegeben. Allgemeiner berechnet man den Tangential-
raum der Funktion f an der Stelle x,, mit

T(x) = Df(xo)(x — xy) + f(x,). (2.10)
Der Tangentialraum ist eigentlich ein Vektorraum der
seinen Ursprung am Berithrungspunkt hat. Daher soll-
te man hier vom affinen Tangentialraum sprechen.

Mit Df(x,) ist die Jacobi-Matrix von f an der Stelle
xo gemeint. Fiir eine reellwertige Funktion ergibt sich
der Spezialfall

T(x) = (Vflxy) x = x0) + flx)- (2.11)
Mit den spitzen Klammern ist das Standardskalarpro-
dukt gemeint. Wenn man die kanonische Basis verwen-
det, dann ist das Skalarprodukt ein Spezialfall der Ma-
trizenmultiplikation.

Man kann eine Funktion f: R? — R? als Koordi-
natentransformation interpretieren. Dafiir ist es wich-
tig, dass die Jacobi-Matrix von f an jeder Stelle inver-
tierbar ist, dass also die Determinante der Matrix nir-
gendwo verschwindet. Invertierbare Matrizen bezeich-
net man auch als regulér bzw. nicht singulér.

Die partiellen Ableitungen Dy, f(x) sind die Tangen-
tialvektoren des Koordinatennetzes an der Stelle x.

Ein Beispiel fiir eine solche Koordinatentransforma-
tion ist die Transformation von Polarkoordinaten in
rechtwinklige Koordinaten

£, 0) (2.12)

_ | fi(r. 0)
f(r,(p)—[ } rsin @

r cos (p]

Bei Skalarfeldern handelt es sich um Funktionen in
mehreren Variablen. Vektorfelder sind vektorwertige
Funktionen in mehreren Variablen. Parameterkurven
sind vektorwertige Funktionen in einer Variable. Para-
meterflachen sind vektorwertige Funktionen in zwei
Variablen.

2.3 Die Kettenregel

Sei f(x) eine reellwertige Funktion in mehreren Va-
riablen und sei u(t) eine dazu passende vektorwertige
Funktion in einer Variablen. Die Kettenregel lautet

[f@]'(t) = > Difwuy (1) (2.13)
k
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bzw. alternativ

Of duy

d
Gl = ; Jur dt (2.14)

Das lasst sich mit Nabla-Operator und Skalarprodukt
auch kurz schreiben als

[f@]'(©) = (Vfw.u'(1)). (2.15)

Ist u auch eine Funktion von mehreren Variablen, so
lasst sich u als Funktion einer einzigen Variablen auf-
fassen wenn man die entsprechende partielle Ablei-
tung bildet. Damit ergibt sich

0f _ < Of i _ |

T = 2 Gy .~ D@D (219
bzw. kurz

Dilf(w)] = (Vf(w), Diu). (2.17)

Am allgemeinsten kann man die Kettenregel mit Jaco-
bi-Matrizen formulieren. Es ist dann

D[f(u)] = Df(u)Du. (2.18)
Das ist vollig analog zur einfachen Kettenregel
[f@] = f'wu'. (2.19)

2.4 Kurvenintegrale

Man stelle sich eine Kurve in der Ebene vor. Diese Kur-
ve kann durch eine vektorwertige Funktion x(t) an-
gegeben werden. Das wird Parameterdarstellung der
Kurve genannt, wobei es sich bei ¢t um den Parameter
handelt.

Als Bogenlange wird der Weg bezeichnet, den man
zuriicklegt, wenn man sich auf der Kurve bewegt. Man
kann sich dabei einen Fufiweg, eine Strafle, oder einen
Fluss vorstellen. Wie kann man die Bogenlange einer
solchen Kurve berechnen? Unter einer stark vergro-
Bernden Lupe wird die Kurve aussehen wie eine Ge-
rade. Das ist nicht immer der Fall, aber wir wollen es
voraussetzen. Bei einer Gerade kann man nun den Py-
thagoras benutzen. Fir die kleinen Geradenstiicke er-
halt man also

ds = Jdx? + dx?.

Man dividiert auf beiden Seiten durch dt und erhalt

s'() = AJx](£)2 + x5(1)2 = |x'(1)].

(2.20)

(2.21)
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Integration auf beiden Seiten bringt

ty
L=sy;—5s = / |x"(1)| dt. (2.22)
51

Als Beispiel soll die Bogenlidnge eines Kreises berech-
net werden. Als Parameterkurve wird

cost
x(t) = Lm t] (2:23)
mit 0 < ¢t < 27 gewahlt. Es ist
(t) = —sint (2.24)
W= cost '

und |x’(¢)| = Vsin®t + cos? t = 1. Damit ergibt sich

27
L:/ 1dt = 2.
0

Man stelle sich nun eine Gerade vor, auf der sich gleich-
mafig verteilt Staub befindet. Ein Sternenstaubsamm-
ler bewegt sich nun auf der Gerade entlang. Die Mas-
se an eingesammeltem Staub soll berechnet werden.
Man multipliziert dazu die Lange L mit der konstan-
ten Staubdichte. Wenn die Staubdichte f(x) aber nicht
konstant ist, so berechnet man die eingesammelte Mas-
se mit

m= /Osf(x)dx.

Was ist nun, wenn der Staub nicht auf einer Geraden
liegt, sondern auf einer Kurve? Jeder Punkt auf der
Kurve ist durch den Weg s(t) bestimmt, welchen man
zuriicklegen muss, um zu diesem Punkt zu gelangen.
Zu jedem Punkt gehort auflerdem eine Staubdichte.
Die eingesammelte Masse berechnet man also mit

s(t)

(2.25)

(2.26)

t
m= f(s)ds = / f(s(t))s’(¢) dt. (2.27)
0

Der letzte Term ergibt sich durch die Substitutionsre-
gel.

Mit der Feststellung f(s) = f(x) und der Formel
s’(t) = |x’(t)| ergibt sich schliellich

t
m= [ ol @28)

Ein solches Integral iiber eine Kurve bezeichnet man,
wie der Name schon sagt, als Kurvenintegral. Die in-
nere Geometrie der Kurve stimmt ja mit der inneren
Geometrie einer Gerade iiberein. Aus diesem Grund
stimmt das Kurvenintegral aus Sicht der Bogenlange
mit dem gewohnlichen Integral iiberein.

Mit dem Spezialfall f(s) = 1 erhalt man die Bogen-
lange.

2 Analysis

2.5 Kurvenintegrale zweiter Art

Ein Kurvenintegral ldsst sich so interpretieren, dass
die Kurve dabei in ein Skalarfeld eingebettet ist. Je-
dem Punkt der Kurve kann damit ein Skalar zugeord-
net werden. Was ist nun, wenn die Kurve in ein Vek-
torfeld eingebettet ist? Jedem Punkt der Kurve wird
ein Vektor zugeordnet. Wie berechnet man dann das
Kurvenintegral?

Nun man kann doch eine Analogiebetrachtung ma-
chen und einfach das Produkt gegen ein Skalarprodukt
austauschen. Dafiir ist es auch notwendig, die Betrags-
striche zu entfernen, da man sonst eine Skalarmultipli-
kation hitte. Sei v ein Vektorfeld. Man definiert

b
[ = [ eaonoe @)
C a
Sei U(x) nun ein beliebiges Skalarfeld. Wenn v = VU
ist, so heifit v Potentialfeld und U ist das dazu gehorige
Potential. Man kann nun rechnen

(v,dx) = (VU,dx) = VU = dU. (2.30)

Die Kurve C habe den Anfangspunkt A = x(a) und den
Endpunkt B = x(b). Nach dem Satz von Stokes ist

/CdU = /R«:) U = U(B) - U(A).

Fir ein Potentialfeld ist das Kurvenintegral also nur
von Randpunkten der Kurve abhingig, jedoch nicht
von der Kurve selbst. Das Kurvenintegral ist fiir ein
Potentialfeld wegunabhdngig.

Damit folgt sofort das Verschwinden des Kurvenin-
tegrals fiir eine geschlossene Kurve, es ist

.%c(VU’ dx) = 0.

In der Physik wird man noch eine Proportionalitits-
konstante einschieben. Das Potentialfeld ist dann v =
cVU. Die Formel lautet dementsprechend

(2.31)

(2.32)

/(Q, dx) = cU(B) — cU(A). (2.33)

c

Eine Potentialfeld ist rotationsfrei, denn es ist
VAv=VAVU=(VAV)U=0. (2.34)

Verlangt man nun zusatzlich die Gultigkeit der
Laplace-Gleichung AU = 0, so ergibt sich mit AU =
(V,VU) dann

Vo=(V,0) +VAv=0. (2.35)



2.6 Variationsrechnung

Wenn v ein Vektorfeld in der Ebene ist, so stellt die-
se Bedingung gerade die Cauchy-Riemann-PDGn dar,
wie im Abschnitt Holomorphie erlautert wird. Ein elek-
trostatisches Feld in einer ladungsfreien Ebene kann al-
so durch eine holomorphe Funktion beschrieben wer-
den. Charakteristisch sind dabei die Feldlinien, die
tberall rechtwinklig auf den Aquipotential-Isolinien
stehen.

Im Raum kann man komplexe Funktionen leider
nicht mehr benutzen. Da das Vektorfeld v aber die Glei-
chung Vou = 0 erfiillt, muss es dhnliche Eigenschaften
haben. Unter anderem stehen die Feldlinien rechtwink-
lig auf den Aquipotentialflichen.

2.6 Variationsrechnung

Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte in der Ebe-
ne ist eine Gerade. Wie sieht es aber mit der kiirzes-
ten Verbindung zweier Punkte auf einer gekriimmten
Oberflache aus? Zur Berechnung einer solchen Verbin-
dungskurve benétigt man die Variationsrechnung.

In der Ebene hat man eine Funktion L(x,y,y’) =
v1+y”, welche die Ableitung der Bogenliange S(f)
ist. Dabei soll y = f(x) sein. Die Funktion L wird all-
gemein als Lagrange-Funktion bezeichnet. Die Bogen-
lange ist gegeben durch

b
S(f) = / L(x,y,y") dx. (2.36)
a
Wir fragen nun nach einer Funktion f, fiir welche S(f)
am kleinsten ist.

Wir tun nun so, als ob wir diese Funktion f schon
kennen. Sei g eine Funktion, die auf [a, b] zweimal ste-
tig differenzierbar ist. Weiter soll g(a) = 0 und g(b) = 0
sein. Sei p eine Zahl, die auch negativ sein darf. Man
kann nun die Funktionen h(x) = f(x) + pg(x) bilden,
welche die Funktion f etwas variieren.

Was das soll? Wir konnen die Bedingung S(h) = min
nun als ein gew6hnliches Extremwertproblem S(p) =
min ansehen. Und fiir ein solches muss beim Minimum
ja die notwendige Bedingung S’(p) = 0 giltig sein. Das
Minimum erhélt man fiir p = 0. Damit muss S’(0) = 0
sein.

Wir benutzen nun die Rechenregel

d [*b b
@L f(x,p)dx=/a %f(x,p)dx. (2.37)

Diese Rechenregel ist ein Spezialfall der Rechenregel
fiir Parameterintegrale. Bei p handelt es sich um den
Parameter. In diesem Fall ist damit

. [PoL
S(p)_/a 7 & (2.38)
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Man benutzt nun die Kettenregel und erhalt

b
oL oL
S'(p)y= | =
@) j 6yg+8y’

g’ dx. (2.39)

Mit der Produktregel hat man nun

b b
oL oL b d oL
' dx = S
/a by 7 [9ay']a /agdx(')y’ X

[,
L gdx@y’ ’

Insgesamt ist also

, broL d oL

o= [ [ -a] o
Die Argumentation ist nun folgende. Da die Gleichung
S’(0) = 0 fiir jede Funktion g gelten soll, muss notwen-
digerweise der andere Faktor gleich null sein. Dass die-
se Argumentation korrekt ist, ist Inhalt des Fundamen-
tallemmas der Variationsrechnung. Damit erhélt man
die

Euler-Lagrange-Gleichung

(2.40)

oL d AL _

dy dx oy

(2.41)

Diese Gleichung stellt eine notwendige Bedingung fiir
S(f) = min oder S(f) = max dar.

Man kann die Gleichung noch verallgemei-
nern. Sei v(t) eine vektorwertige Funktion und sei

L(t,vy,...,0pn,0y,...,0;,) die Lagrange-Funktion. Die
Gleichungen
oL d oL 0 (2.42)
dv  dt duy a '

stellen eine notwendige Bedingung fir S(v) = min
oder S(v) = max dar. Man kann die Euler-Lagrange-
Gleichung also komponentenweise formulieren. Trotz-
dem kann dabei aber ein System von gekoppelten Dif-
ferentialgleichungen entstehen. In einem solchen Fall
ist es nicht moglich, eine der Gleichungen ohne die an-
deren zu losen.

Man kann z. B. die kiirzeste Verbindung in der Ebene
suchen. Man erhalt

oL oLy

-_ - O, - ., — })
dy Wy  \J1+y?
d oL \/1 +y”? - y’z(\/l +y72)7!
dx oy’ B 1+y”?

144 1
=Y 1+ y,2)3/2‘
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Damit ergibt sich als notwendige Bedingung die Diffe-
rentialgleichung

y’ =0. (2.43)
Man hatte anstelle des Bogenldngenfunktionals auch
das Energiefunktional verwenden koénnen. Man
kommt so mit weniger Rechenaufwand auf die gleiche
Differentialgleichung. Die Losungen dieser Gleichung
sind die Funktionen

y =mx +n. (2.44)

Ein Beispiel aus der Physik ist der freie Fall. Es ist
L =T -V, wobei mit T die kinetische und mit V die
potentielle Energie gemeint ist. Weiterhin ist v = s’(¢).
Man hat also

L(t,s,v) = émvz — mg(-s). (2.45)

Man rechnet nun

oL oL
— =mg, — = muv,
0s 9

ov

daL_ mv’ = ms”. (2.46)
dt 0v B o

Als notwendige Bedingung ergibt sich die Differential-
gleichung

s"(t) =g. (2.47)
Die Losung dieser Gleichung ist
1 2
s = Egt + vgt + $g. (2.48)

Auch fiir Felder gibt es eine Euler-Lagrange-Gleichung.
Dazu ist es notwendig, die Lagrangedichte [ von einem
Feld ¢(t, x1, x2, x3) einzufithren. Es ist

L= / [ dxdxydxs. (2.49)
14
Setzt man noch x = ct, so ergibt sich
S(p) = / 1d*x. (2.50)
H

Die Lagrangedichte ist von mehreren Argumenten ab-
hingig, man hat

I(t, ¢, Do, D1¢, D2, D3). (2.51)

Mit Dy ist die partielle Ableitung von ¢ nach x; ge-
meint.
Die Euler-Lagrange-Gleichung ist

o _

= 0. (2.52)

2 Analysis

Als Beispiel soll das elektrische Potentialfeld dienen.
Bei der Energiedichte w = (1/2)&E? handelt es sich
um die Lagrangedichte. Es ist also [ = w. Als Berech-
nungsformel gibt es auch

1
I = ——F""F,,.

2.53
o (2.53)

Die magnetische Feldkonstante y hat natiirlich nichts
mit dem Index p zu tun. Man konnte auch F, g oder F;;
schreiben. Es ist Uiblich, die Indizes von null bis drei
gehen zu lassen und nicht von eins bis vier.

Der Feldstiarke-Tensor ist

0 —Ei/c —E;/c -Es/c
E{/c 0 0 0
v
F Ele 0 . . (2.54)
Esfe 0 0 0

Mit dem metrischen Tensor g =
senkt man die Indizes und erhalt

diag(1, -1, -1, -1)

0 El/C Ez/C E3/C
—EiJc 0 0 0

F,, = 2.
Y7 |=Eyfe 0 0 0 (259)
—E3/c 0 0 0
Es ergibt sich
y3% _ 2 2 _ 2 2 2 2
FFYFy, = c_ZE = C—Z(E1 + E; + E3). (2.56)

Nutzt man nun noch ppeoc? = 1 aus, so gelangt man zu

1 1
l= Eé‘gEz = §€0|V¢|2. (257)

Man rechnet nun

B B R
= — D = eoD10,
GDrp) ~ 2 GDrg) 2 Dre) = oDie

9x; d(Drp) 1#

o,
dp

Die notwendige Bedingung ist also

eo(Dig + D3¢ + D3¢) = 0 (2.58)

oder kurz ¢yA¢p = 0. Es ist also

Ap = 0. (2:59)

Diese partielle Differentialgleichung wird Laplace-
Gleichung genannt. Es ist die Gleichung, welche elek-
trostatische Felder in einem ladungsfreien Raum be-
schreibt, wenn das Potentialfeld am Rand dieses Raum-
es bekannt ist. Auf jeden Fall wird das Potentialfeld



2.7 Extrema unter Nebenbedingungen

die Laplace-Gleichung erfiillen, auch wenn es nicht auf
dem Rand bekannt ist.

Die Lagrangedichte fiir das elektromagnetische Feld
im Vakuum ist

1
| = _4—HOFWFW — JAM (2.60)
Hierbei ist
Fuy = DyA, — DA, (2.61)

Man kann auf beiden Seiten zweimal mit dem inver-
sen metrischen Tensor multiplizieren, womit die Indi-
zes gehoben werden. Man erhalt

FFY = DFAY — DVAH. (2.62)
An dieser Stelle sollen noch einige Kurznotationen ein-
gefithrt werden. Wenn man den Gradient nicht nach
den xi, sondern nach den aji bilden will, dann be-
schreibt man das am besten durch

0 0
V = — = _
[a] da Zk: ek 6ak

(2.63)
Analog kann man auch D[a] = %k definieren. Damit
schreibt man kurz

0 0

V[Ve] = e = Zk] ex Do’ (2.64)
Somit kann man schreiben

(V. 915 = 3 Ty (2.65)
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet nun kurz

D[]l = (V,V[Ve]l) = 0. (2.66)

Die gewohnliche Euler-Lagrange-Gleichung ist ein
Spezialfall dieser Gleichung. Man erhalt sie, wenn man
anstelle der Lagrangedichte die gewo6hnliche Lagran-
gefunktion einsetzt. Bei einem Vektorfeld kann die
allgemeine Euler-Lagrange-Gleichung wieder kompo-
nentenweise formuliert werden.

2.7 Extrema unter Nebenbedingungen

Man denke sich einen Hiigel. Der Funktionswert y =
f(x1,x,) kann als Hohe des Hiigels an der Position
(x1, x2) interpretiert werden. Nun wird durch die Glei-
chung g(x1,x;) = 0 ein Weg auf der (x1,x;)-Ebene
festgelegt, den man entlang wandert. Man hatte auch
g1(x1, x2) = c festlegen konnen. Aber dann kann man
ja g := g1 — c definieren und hat wieder g(x1, x;) = 0.
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Dieser Weg wird nun auf die Flache f(x1,x2) hinauf
projiziert. Man fragt sich nun, wo das Maximum des
Weges auf der Flache f(xy, x») ist.

Die Hohe beim Maximum sei h und die Position des
Maximumspunktes sei a = (aj, az). Durch a geht ei-
ne Isolinie, die implizit durch f(x;,x;) = h beschrie-
ben wird. Weiterhin geht durch a die Isolinie, die impli-
zit durch g(x1, x;) = 0 beschrieben wird. Man kann ja
auch g(x1, x,) als eine Flache interpretieren. Die beiden
Isolinien beriihren sich, d. h. sie haben eine gemeinsa-
me Tangente.

Da der Gradient immer rechtwinklig auf der Isolinie
steht, sind die beiden Gradienten V f(a) und Vg(a) kol-
linear zueinander. Man such also eine Stelle x wo die
Bedingung

Vi) = -AVg(x) (2.67)

erfillt ist. Das Minuszeichen ist nur Konvention und
hat keine weitere Bedeutung. Die Gradienten koén-
nen gleichsinnig parallel oder entgegengesetzt parallel
sein. Durch Umformen erhélt man die Bedingung

V(f + Ag) = 0. (2.68)

Diese Bedingung kann man in die beiden Gleichungen

Di(f +4g) =0,
Dy(f +2g) = 0.

aufspalten. Zusammen mit der Nebenbedingung
g(x1,x2) = 0 bilden die Gleichungen ein nichtli-
neares Gleichungssystem, welches die notwendige
Bedingung fiir einen Extrempunkt angibt.

Der Skalierungsfaktor A heif}t Lagrange-Multiplika-
tor. Er gehort auch zur Lésung des Gleichungssystems,
ist aber im Ergebnis nicht weiter wichtig.

Die Nebenbedingung kann man auch durch D, (f +
Ag) = 0 beschreiben. Man definiert nun die Funktion

L(x1, x2,A) == f(x1,x2) + Ag(x1, x2). (2.69)

Man kann das Gleichungssystem jetzt mit VL = 0 ab-
kiirzen, wobei der Gradient Uiber alle drei Variablen zu
bilden ist. Die Funktion L wird Lagrangefunktion ge-
nannt.

Die drei Bedingungen, die erfiillt sein miissen, sind

DiL =D;L =D,L=0.

Dabei ist noch etwas zu beachten. Wenn Vg = 0 und
Vf # 0 ist, konnen die Bedingungen nicht erfiillt sein.
Der Nullvektor ist ja zu jedem Vektor rechtwinklig,
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kann also nicht zu V f parallel sein. Trotzdem kann an
einer solchen Stelle ein Extrempunkt vorliegen.

Das Verfahren funktioniert auch, wenn man ei-
ne Funktion von m Variablen hat. Dann ist x =
(x1,...,%m). Man kann immer noch VL = 0 schreiben.
Man erhilt jedoch ein System von m + 1 Gleichungen.
Die Bedingungen sind dann

DiL=D;L=...=D,L=D,L=0. (2.70)
Wenn man n Nebenbedingungen gx(x) = 0 hat, dann
kann man immer noch VL = 0 schreiben. Man hat
dann jedoch ein System von m + n Gleichungen.

Die Lagrangefunktion ist

L(Xl,.. .,Xm,/11,. ..,/1,1)
= [0, Xm) + D Akge(xns s Xim).
k=1

Man bekommt die Bedingungen

ﬁ=0 (1<k<m),
Ox

OL

— =0 (1<kc<
o1 ( n)

An dieser Stelle soll noch eine alternative Formulie-
rungsweise erwahnt werden. Da Vf und Vg kollinear
sind, gilt ja df Adg = 0. Das duere Produkt muss man
ausmultiplizieren. Man erhilt dann den Ausdruck

Z ajjdx; ANdx; =0 (2.71)
i<j
mit
of dg _ of dg
et 2.72
@iy ax,- ax]' 8xj ax,- ( )

Damit ergibt sich jeweils a;; = 0. Ein oberflachlicher
Vorteil ist dabei, dass kein lagrangescher Multiplikator
vorkommt. Ein tiefer greifender Vorteil ist, dass dieser
Rechenweg manchmal eleganter ist.

2.8 Die Gateaux-Ableitung

Variationsaufgaben lassen sich auch mit der sogenann-
ten Variationsableitung formulieren. Bei dieser Ablei-
tung wird ein Funktional nicht nach einer reellen Va-
riablen, sondern nach einer Funktion abgeleitet.

Die Gateaux-Ableitung ist nun ein Konzept, das die
Richtungsableitung verallgemeinert. Wichtig ist dabei,
dass Variationsableitungen auch Gateaux-Ableitungen
sind.

2 Analysis

Die Richtungsableitung ist definiert durch

flx+ho) - fx)
h

- [%f(x * hv)]h:o'

D,f =1
of Py

Wenn f aber ein Funktional ist, so sind doch x(#) und
v(t) Funktionen. In diesem Fall spricht man von der
Géateaux-Ableitung. Diese sollte linear und stetig be-
ziiglich v sein und man schreibt dann auch § fv anstel-
le von D, f. Die Notation suggeriert somit

5f(’01 + ’Uz) = 5f’01 + 5f’()2 (273)

und é f(rv) = rd fov. Im Fall eines endlichdimensiona-
len Vektorraumes ist 6 fv = (Vf,v). Man fragt sich
jetzt natiirlich sofort inwiefern sich das auf Hilbertrau-
me Ubertragen lésst.

Die notwendige Bedingung fiir ein Maximum ist
nun, dass die Richtungsableitung in jede beliebige
Richtung verschwindet. D. h. wenn x, eine Maximums-
stelle sein soll, so muss notwendig (D,, f)(x,) = 0 fur
alle v sein.

Analog lasst sich § fo = 0 fiir alle Funktionen o(t)
verlangen. Damit ergibt sich der gleiche Ansatz wie bei
der Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung.



3 Differentialgeometrie

3.1 Integralsitze

Der gaufische Integralsatz in der Ebene (Satz von
Green), der gaufische Integralsatz im Raum und der In-
tegralsatz von Stokes. Diese Sétze lassen sich zu einem
einzigen vereinigen. Der Dafiir notwendige Formalis-
mus soll hier erlautert werden.

Ab jetzt wollen wir Vektoren nicht mehr unterstrei-
chen. Das ist einerseits ungiinstig, weil wir Skalarfel-
der nicht mehr so gut von Vektorfeldern unterscheiden
konnen. Andererseits spart es Schreibaufwand.

Zur Vereinfachung wird zunichst eine Orthonor-
malbasis gewahlt. Wir verwenden nun die Operatoren

o’ = (vieg + Uzez)b = v1dx; + vadxy,
o = (w1dxy + cozdxz)ﬁ = wie; + waes.

Auflerdem wird dx; mit e; und dx, mit e, identifiziert.

Wenn wir keine Orthonormalbasis haben, dann sind

die Differentiale jedoch die dualen Basisvektoren. Die

Umrechnung geht dann iiber den metrischen Tensor.
Der gaufische Integralsatz in der Ebene lautet

/ ovy, 0vg
B axl 8xz
Das lasst sich kurz schreiben. Es ist dann

”//Vb AP =j{ o,
B R(B)

Sei w = v". Der Integralsatz lautet mit dieser Abkiir-

dxlde = (vldxl +’0de2). (31)
R(B)

(3.2)

zung

//Vb/\wzjlg .
B R(B)

(3.3)

Sei x = (x1,...,x,). Die Cartan-Ableitung von einem
Skalarfeld f(x) ist
af
df =V f = 3" Defdxg. = > ——dxi. (34
f f Zk: kf dxk Zk: o (3.4)

Auflerdem gilt die Formel
d(fdx; A...Adxp) =df Adxy AL Adxy,. (3.5)

Diese beiden Rechenregeln geniigen, um die Cartan-
Ableitung zu berechnen. Wir rechnen nun

dow = d(v") = d(vidx; + vadxy)

= du; A dxg +dos Adx

= (Dyv1dx; + Dovidxp) A dx

+ (Dyvedx; + Dovadxs) A dxs

= Dyvidxs A dx; + Dyvadx; A dxy
= —Dyv1dx; A dxs + Divadx; A dxs
= (D1vy — Dyvy)dx; A dx,.
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Wenn w ein 1-Kovektor (eine 1-Form) ist, dann ist also

dow = VP A . (3.6)

Der Integralsatz von Gauf} in der Ebene lasst sich nun
kurz fassen zu

/KT

Sei v ein Vektorfeld. Der Integralsatz von Gauf} im
Raum lautet

///VdivvdV://R(V)(v,dA>

Dabei soll (v,dA) das Standardskalarprodukt sein.
Ausgeschrieben lautet der Satz

ﬂ/ Div; + Dyvy + D3vs dxldX2dX3
14

= / (UldedX3 + ’Ung3dX1 + 'U3dX1dX2).
R(V)

(3.7)

(3.8)

Nun wird dx;dx, gegen dx; A dx, ersetzt usw. und
dx;dxydxs
gegen dx; A dx; A dxs ersetzt. Nun ist z. B.
d(Ulde A dX3) = dvl A de A dX3
= (Dlvldxl + Dz'()zde + D3U3dX3) A de A dX3
= Dlvldxl A de A dX3 +0+0
= Dlvldxl A de A dX3.
Dabei wurde dx; A dx; = 0 verwendet. Mit

© = v1dxy A dxs + vadxs A dxg + v3dxg Adxy (3.9)

erhdlt man den Integralsatz in der Form

/// do = // 0. (3.10)
1 R(V)
Der Integralsatz von Stokes lautet
// (rotv,dA) = ¢ (v, dr). (3.11)
B R(B)

Es ist dA = (dxydxs, dx3dxy, dx;dx;). Wir konnen das
umschreiben. Es ist

(rotv,dA) = (Dyv3 — D3v,)dxs A dxs
+(D3v; — Dyv3)dxs A dxy

+(D1vs — Dyvp)dx; A dxy

= (D1dx; + Dodxs + D3dxs)

A(vrdxy + vodxs + v3dxs)

=V’ AP
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Auch hier kann man nachrechnen, dass gilt

d(@") = v A 0. (3.12)
Auf3erdem ist
(v,dr)y = v = v;dx; + vodxs + v3dxs. (3.13)

b

Definiert man noch w = v°, so ergibt sich wieder

// do> = j{ o (3.14)
B R(B)
Der Hauptsatz der Analysis lautet
b
[ rea=ro- . (3.15)

Da es nur eine Variable gibt, stimmen gewdhnliche
Ableitung und partielle Ableitung tiberein. Es ist also
Dy f(x) = f’(x). Damit ist

df = Dy f(x)dx = f'(x)dx. (3.16)

Auflerdem ist wollen wir die Rechnung

/R[a,b]f ) /[bj—[ajf N ‘/[be+_[[an = f(b)-f(a)

(3.17)

als giltig annehmen. Das ist wieder so ein Formalis-
mus, der Integration iiber Ketten genannt wird. Der
Hauptsatz lasst sich jetzt umschreiben zu

/ df = f.
[a,b] R[a,b]

Der Hauptsatz und alle Integralsétze lassen sich also

mit
/ do = / w
B R(B)

zusammenfassen.

An dieser Stelle sollen noch zwei wichtige Eigen-
schaften der Cartan-Ableitung hergeleitet werden. Sei-
en A, B Differentialformen und sei A vom Grad r. Fiir
die Cartan-Ableitung gilt

(3.18)

(3.19)

d(AAB)=dAAB+(-1)"AAdB. (3.20)

Diese seltsame Regel sieht aus wie die Produktregel. Es
handelt sich tatsachlich um die Produktregel. Um das
einzusehen muss man zunichst do = V? Aw schreiben.
Sei P vom Grad p und Q vom Grad q. Fiir das auflere
Produkt gilt die Regel

PAQ=(-1YIQ A P. (3.21)

3 Differentialgeometrie

Man geht nun in Analogie zu D(fg) = (Df)g+ f Dg fir
die gewohnliche Ableitung vor. Dazu ist es notwendig
einmal V? A A zu verdrehen. Man macht die Rechnung

d(AAB) =V A(AAB)
= (VP AA)AB+(-1AA V" AB
=dAAB+(-1)"AAdB.

Fur alle w ist ddw = 0. Sei v vom Grad eins. Mit v Av =
0 macht man die Rechnung

ddw =V AV Aw=0Aw =0.

Sei r ein Skalar. Man verwende nun die Rechenregeln
aANr =raundr(aAb) =raAb = aArb. Fur eine
null-Form ergibt sich

VA F=VPf =df. (3.22)

Fiir eine eins-Form v = fdx; A dx; erhélt man

VP Aw=V"A fdx; Adx, = VP F Adxg Adx,
=df Adx; Adx; = do.

Die Formel

dA=V"rA (3.23)
gilt also im allgemeinen, wo A eine null-Form, eins-
Form, zwei-Form usw. sein kann.

3.2 Die Richtungsableitung

Von dem Folgenden sollte man sich unbedingt eine
Skizze auf einem Blatt Papier machen. Die partiellen
Ableitungen lassen sich leicht erkldren. Man stellt sich
ein Skalarfeld f(x;,x;) als eine Oberfliche vor. Jeder
stelle x = (x1,x,) wird dabei eine Hohe zugeordnet.
Nun macht man parallel zu einer der Koordinaten-
achsen einen Schnitt, indem man eine der Variablen
konstant halt. Halten wir x, = b konstant. Es ergibt
sich eine Schnittkurve. Diese ist eine reelle Funktion
g(x) = f(x, b) mit der nicht festgehaltenen Koordinate
als Variable. Von der Funktion g kann dann die Ablei-
tung an der Stelle a bestimmt werden. Das ist dann der
Anstieg von f an der Stelle x = (a, b) in Richtung der
Koordinatenachse (x1, 0). Dieser Anstieg ist die parti-
elle Ableitung

0
Dif(a,b) = —f(a, b). (3.24)
Bxl

Nun liegt es nicht fern sich zu fragen, wie der Anstieg

in eine beliebige Richtung bestimmt wird. Das wire
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dann eine wesentliche Verallgemeinerung der partiel-
len Ableitung. Um die Ableitung in eine beliebige Rich-
tung zu bilden dient, wie der Name schon sagt, die
Richtungsableitung. Sei v ein Einheitsvektor. Die Rich-
tungsableitung ist definiert durch

flx+hv) - f(x)
p .

D, f(x) := li 3.25
o f(x) = lim (3.25)
Es gibt eine Formel fiir die praktische Berechnung,
namlich

Dy f(x) = (Vf(x),2). (3.26)
Das ist eine iiberraschend einfache Formel. Der we-
sentliche Berechnungsaufwand liegt in der Bestim-
mung des Gradienten an der Stelle x.

Die partiellen Ableitungen sind tatséchlich Spezial-
falle der Richtungsableitung. Sei z.B. v = e;. Man er-
halt dann

Dgf = <€1D1f + €2D2f, €1>
= (e1,e1)D1f + (ez, e1)Daf
= le +0= le

3.3 Koordinatensysteme

Polarkoordinaten konnen durch eine Transformation
von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten dar-
gestellt werden. Es ist

il] :f(r,qo) _ [rcosq)} ‘

rsin @ (327)

X =

Seien x = (x1,x,) die kartesischen Koordinaten und
u = (r,¢) die Polarkoordinaten. Allgemein ist eine
Transformation von gekriimmten in kartesische Koor-
dinaten gegeben durch x = f(u).

Damit tiberall zuriicktransformiert werden kann,
muss die Jacobi-Matrix J = Df(u) an jeder stelle re-
guldr sein. Es muss also tiberall det J # 0 sein. Das ist
bei den Polarkoordinaten nur fiir x # 0 der Fall, denn
dort lasst sich ja der Winkel nicht bestimmen. Bei Po-
larkoordinaten ist det J = r.

Die partiellen Ableitungen Dy f(u) sind die Tangen-
tialvektoren des Koordinatennetzes. Die Tangential-
vektoren spannen einen Vektorraum, den sogenannten
Tangentialraum auf. Die Tangentialvektoren sind die
Basisvektoren des Tangentialraums. Wenn die Jacobi-
Matrix singular wird, so gelingt es den Tangentialvek-
toren nicht, den Tangentialraum aufzuspannen.

Man kann jedem Punkt der Bildmenge Bild(f) also
einen Tangentialraum anheften. Das Problem dabei ist,
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dass die Basis im Allgemeinen keine Orthonormalba-
sis sein wird. Uns wiirde es schon reichen, wenn es ei-
ne Orthogonalbasis wire, denn dann kdnnten wir sie
einfach normieren, indem wir jeden Basisvektor durch
seinen Betrag teilen. Aber nicht mal das ist der Fall. Es
gibt jetzt zwei Moglichkeiten. Entweder man verwen-
det ein Orthogonalisierungsverfahren oder man ver-
wendet den Formalismus mit dem metrischen Tensor.
Die zweite Moglichkeit scheint eleganter zu sein.
Wir werden mit

ox
e = Dix = Ox = — 3.28
k = Di kX = ok (3.28)
die Basisvektoren bezeichnen. Mit
Ox
eF = dx* = DFx = 9Fx = =— (3.29)
Buk

werden die dualen Basisvektoren bezeichnet. Die Ba-
sisvektoren lassen sich, wie schon gesagt mit

Ox (3.30)
e = —. .
KT Guk
berechnen. Die Jacobi-Matrix lautet
axi
i = . 3.31
By = (331

Die Jacobi-Matrix enthilt also die gesamte Informati-
on uber die Basisvektoren und damit auch die gesamte
Information tiber den Tangentialraum. Die Basisvekto-
ren sind die Spaltenvektoren der Jacobi-Matrix.

Die Eintrage des metrischen Tensors sind ja die Ska-
larprodukte der Basisvektoren. Es ist

ol 9w (3:32)

Ox Ox
gij = (D,-x, DjX) = .

Der metrische Tensor lasst sich auch als gramsche Ma-
trix von J berechnen. Es ist

g = Gram(J) = J7J. (3.33)

Die Umkehrfunktion der Transformation x(u) ist u(x).
Mit dieser bestimmt man

ou'

-1
= . 3.34
U= 5 (339
Das Kronecker-Delta ist definiert durch
. 1 wenni=j,
8y =li=Jl= { (335)
0 sonst.
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Die Kronecker-Deltas sind die Eintrage der Einheits-
matrix. Es ist noch zu iiberpriifen, ob J~! wirklich die
inverse Matrix von J ist. Das schafft die Rechnung

U™ Dij = 20 ke
k

3 ou' % ou'

 Oxp Ow Couw

Dabei haben wir uns die Kettenregel zu nutze gemacht.
Diese Rechnung lésst sich auch kompakt formulieren.
Sei u die Variable und f(u) die Funktion mit x = f(u).
Es ist

J'J=DfY(f)Df = D[f'(f)] = Du = E. (3.36)
Es ist also tatsdchlich
J'J=E. (3.37)

Die inverse Matrix des metrischen Tensors lasst sich
mit der inversen Jacobi-Matrix ausdriicken, denn es ist

=gt =s0n T =0 (339)
Das heif3t
g~' = Gram((JH)"). (3.39)

Mit den dualen Basisvektoren geht man analog vor
und definiert

g7 = (e',el). (3.40)

Es ist nun so, dass ein Basisvektor zu jedem dualen
Basisvektor aufier dem mit dem gleichen Index recht-
winklig ist. Haben Basisvektor und dualer Basisvektor
den gleichen Index, so ist ihr Skalarprodukt eins. Man
fasst diese beiden Feststellungen zusammen zu

<€i, €j> = 5,']‘. (341)

Weiterhin konnen wir Indizes mit dem metrischen Ten-
sor ja heben und senken. Daher ergibt sich

(e'e) = (> g™ ex, ep)
k
= > 9" (e e) = D 9™ g
k k
In Matrizenschreibweise ist das
E=(8ij)) =99 (3.42)

Bei g’ = (¢”/) muss es sich also um ¢g~! handeln.

3 Differentialgeometrie

Fiir den metrischen Tensor haben wir die Formel

Bxk Bxk
gij = au’ aul (3.43)
Wir wollen so eine Formel auch fiir g/ haben.
Mit g = J71(J™)T bekommt man
ii ou' o
e -—. 3.44
g = Oxy Oxy (3.44)

3.4 Der Gradient

Sei a(u) ein Skalarfeld. In gekriimmten Koordinaten
lasst sich der Gradient nicht mehr wie in kartesischen
Koordinaten berechnen. Wir finden eine allgemeine
Formel fiir den Gradient, indem wir ihn in kartesischen
Koordinaten betrachten. Sei (by) eine Orthonormalba-
sis. Es ist

da
da= —b
graaa ; 5 k
3 ﬁﬂ 3 Z da ou' Ou
- o Oxp Oxy ou! 6xk 6xk
da ou' 8u1 da ..
: iy,
6u axk axk IZ} ou! ¢

Der Gradient soll als Beispiel in Zylinderkoordinaten

= (r, ¢, z) berechnet werden. In Zylinderkoordina-

ten berechnet man g = diag(1, %, 1). Damit ergibt sich
= diag(1, 772, 1). Der Gradient ist also

da 1 aa da

a— r 2 a &62. (345)

grada =
Die Basisvektoren sind e, = (cos ¢,sin¢,0) und e, =
(—rsin @, r cos ¢, 0) sowie e, = (0,0, 1). Damit ergeben
sich die Betrage |e,| = 1 und |e,| = r sowie |e;| = 1.
Mit den normierten Basisvektoren

& = —& (3.46)
lex|
lautet der Gradient nun
oa 1 6a da
da=2% e, 3.47
Braca = 5, Ty ra(p aze (3:47)

Eine elegante Formulierung des Gradienten soll noch
vorgestellt werden. Dazu erinnern wir uns an die mu-
sikalischen Operatoren. Allgemein ist

o’ = (ZU ex)’ = ngz x',
wh = (Z a)kdxk)ﬂ = Zg Wke;.
k

k,i
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Die Cartan-Ableitung eines Skalarfeldes a berechnet
man in kartesischen Koordinaten mit da = V?a. Man
kann jetzt auf beiden Seiten der Gleichung heben und
erhalt

grada = (da). (3.48)

Diese schone Formel ist auch in gekriimmten Koordi-
naten giltig. Es ergibt sich namlich

0 A8 da ..
(da)ﬂ:(za—;dx’) :ZG_; Yej.

i ]
3.5 Volumina

In kartesischen Koordinaten berechnet man Abstande
mit dem Satz des Pythagoras. In gekriimmten Koordi-
naten geht das nicht mehr. Man denke sich eine Gera-
de in kartesischen Koordinaten. Nach der Transforma-
tion in gekriitmmte Koordinaten sieht die Gerade auch
gekriimmt aus. Wie berechnen wir nun davon die Léan-
ge? Nun ja, unter einer starken Lupe sieht die Kurve ja
noch gerade aus. Es ist nicht mehr

s? = (Ax)* + (Ay). (3.49)
Jedoch haben wir noch
ds? = (dx)? + (dy)?. (3.50)

Die kleinen Teile muss man nur alle aufsummieren. Es
ergibt sich

Die allgemeine Formel lautet

2
s = / |x"(2)] dt. (3.51)
11
Das Quadrat des Wegelements ist
ds® = Z(dxk)z. (3.52)

k

Bisher haben wir uns immer noch in kartesischen Ko-
ordinaten bewegt. Die Transformation ist x(u). Zur Ab-
kiirzung wird die Schreibweise x = x’(¢) benutzt. Mit
der Kettenregel ergibt sich

X3+ x5

= (Dyxyty + Doxqiip)” + (Dyxpty + Daxaitp)?

= (D1x1)*45 + 2Dy x1 Daxytigtiy + (Dox1) 1y

+ (Dle)zl,'l% + 2D1X2D2X2a1d2 + (Dng)zﬁz

= [(Dyx1)* (D) ]}

+ 2[D1X1D2X1 + D1x2D2x2]u11'42

+ [(Dax1)? + (D2x2)? ]tz

.2 .. .9
=4gnu; + 2912111112 + gools.
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Damit ist das Wegelement

d32 = Z g,-jduiduj.

Lj

(3.53)

Mit dem metrischen Tensor senkt man einen der Indi-
zes und erhalt

ds® = > duFdu. (3.54)
k
Die Formel fiir die Bogenlange ist
£2
s= / V{gu’,u’) dt. (3.55)
t1

Als Beispiel soll der Umfang eines Kreises in Polarko-
ordinaten berechnet werden. Der metrische Tensor ist

g = (1,r%). Man rechnet
u(t) =re; +tes, u'(t)=ey,
gu'(t) = rley, (qu',u’) =r%.

Es ergibt sich

2
s = / rdt = 2xr.
0

Sei h(u) eine Koordinatentransformation mit Definiti-
onsbereich M C R" und Zielmenge R”. Sei V = h(M).
Wenn h(u) bestimmte Voraussetzungen erfiillt, dann
ist nach dem Transformationssatz

V:/dV=/ |dech(u)|du:/ |det J| du.
v M M
(3.57)

(3.56)

Der Transformationssatz kann eine Erleichterung bei
der Berechnung des Volumens bringen. Berechnen wir
z.B. den Flacheninhalt eines Kreises ohne Transforma-
tionssatz. Ein viertel Kreis hat den Flacheninhalt

A r ry(x)
4 B B o Jo

=/ry(x)dX=/r Vr? — x2dx

0 0

= 1[rzarcsin(f) +xmy
2 r 0

1 .7 1
=22 = g2,
2 2 4

Jetzt die Berechnung des Flacheninhalts mit Transfor-
mationssatz. Bei Polarkoordinaten hat man u; = r und
uy = @ sowie det h(u) = r.

2 r
A=/dxdy:/ / rdrde
A o Jo

= / —ridp = =r® 2z = 7r’.
0 2 2
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Es ist notwendig, zuvor die Determinante der Jacobi-
Matrix zu bestimmen. Der zentrale Punkt ist hier aber,
dass man auf die Stammfunktion von Vr? — x? verzich-
ten kann.

Was ist, wenn man eine Parameterfliche in einem
Raum hat und man den Flacheninhalt mit einem Dop-
pelintegral bestimmen mochte? Bei den euklidischen
Koordinaten wissen wir gar nicht, wie wir das integrie-
ren sollen. Es sind ja drei Differentiale, obwohl man fiir
ein Doppelintegral zwei benétigt.

Besser ist es, uber die Parameter der Flache zu in-
tegrieren. Da hat man auch zwei Differentiale. Beim
Transformationssatz ergibt sich die Beschrinkung,
dass die Jacobimatrix quadratisch sein muss. Wir ma-
chen nun die Rechnung

|det J| = v/det J det J = Vdet J7 det J
= Vdet(J7)) = y/det g.

Man bekommt nun die allgemeine Formel

V= /M Vdet g du. (3.58)
Man kann auflerdem die Formel

o1 AL Aol = det({vi, v;)) (3.59)
benutzen. Mit x = h(u) erhilt man

\detg = [Dix A ... A Dpx]|. (3.60)

Wenn h(u) nur von der Variable u = t abhingig ist,
dann ergibt sich der Spezialfall |D;x| = |x’(¢)|. Damit
erhdlt man die schon bekannte Formel fiir die Bogen-
lange.

Der Transformationssatz ist eine Verallgemeine-
rung der Substitutionsregel. Die Substitutionsregel er-
hilt man wiederum aus der Kettenregel. Sei h(x) eine
reelle Funktion. Das Differential ist dh = h’(x)dx. Man
erhalt

h(b)

b
f(hydh = / R (x) dx. (3.61)

h(a)

Wenn wir die Rechnung auf héhere Dimensionen iiber-
tragen wollen, dann miissen wir zunéchst schreiben

/dxldeI/dxlAde.
B B

Wenn xi(u) eine Funktion der uy ist, dann erhélt man

(3.62)

ka = D1Xkdul + DszdUz. (363)

3 Differentialgeometrie

Einsetzen bringt

dx; A dxy = (D1x1du; + Doxiduy)

A (D1xoduy + Doxaduy)

= (D1x1Dyx5 — Dox1D1x5) duy A duy
= det(J) du; A dus.

Fiir eine quadratische Jacobi-Matrix bekommt man all-
gemein

dxi Ao Adx, =det()dug A ... Adu,.  (3.64)

3.6 Vektorfelder

Das Ableiten von Skalarfeldern ist unproblematisch.
Beim Ableiten von Vektorfeldern muss man jedoch be-
achten, dass die Basisvektoren nun vom Ort abhingig
sind. Daher verwendet man die Produktregel der Dif-
ferentialrechnung.

Wir betrachten dazu eine n-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit M, die man sich zunéchst als
in den R™ eingebettet vorstellen kann. Sei dazu

9: (UCR") ->UCMCR™ (3.65)

eine lokale Karte. Mit dieser Karte ldsst sich eine Tan-
gentialbasis von T, M bilden, deren Basisvektoren die

0p(u

by = (D)@ = 2

. (3.66)
u=a=¢~1(p)

sind. Man betrachte nun ein Vektorfeld v: M — TM,
dessen Einschrankung auf U mit der Tangentialbasis
als

v(p) = DV (p) b (3.67)
J

beschrieben werden kann. Wir wollen stattessen nun

das Vektorfeld v o ¢ betrachten, also die Einsetzung

p = ¢(u). Nun ist sowohl v o ¢ als auch b; von u abhian-

gig und lasst sich somit nach u ableiten. Unter Heran-

ziehung der Produktregel ergibt sich

D;v=D; Z ’U]bj = Z(b]DlU] + ‘U‘]lej) (368)
J J

Sei II,, die orthogonale Projektion auf den Tangential-
raum T, M. Man nennt V;v = II(D;v) kovariante Ab-
leitung. Da II eine lineare Abbildung ist, ergibt sich

Viv= Z(b]DlU] + ’UjH(Dibj)). (369)
J

Dabei wurde ausgenutzt, dass II(b;) = b;, weil b; schon
im Tangentialraum liegt. Man kommt jetzt auf die Idee,
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die Ausdriicke II(D;b;) als Linearkombination der Ba-
sisvektoren by darzustellen. Die Koeffizienten dieser
Linearkombination sollen l"l.’; heiflen. Demnach ergibt
sich

TI(D;b;) = T(D; D) = >, Tfby. (3.70)
k

Die Fl.’; werden als Christoffelsymbole bezeichnet. Die
kovariante Ableitung des Vektorfeldes ist hiermit

Viv = > (bDiv) + v/ > Ty
J k

= Z b]DlUJ + val“ll;bk
J k.j

(3.71)

(3.72)

Da der Index j in der ersten Summe durch die Summe
gebunden ist, kann man ihn durch k austauschen. Man
erhalt

Viv = > beDiv* + > 0T (3.73)
X k)
= > be(Dio* + > 0T, (3.74)
k J
Man definiert nun die kovariante Ableitung
V,0F .= Dok + Z /T, (3.75)
j
Damit ist
(3.76)

Vl'Z) = Z kaivk.
k

Die Schreibweise V0¥ ist etwas ungliicklich, da die
Information des gesamten Vektorfeldes notwendig ist,
um die Ableitung bilden zu kénnen. Die Komponen-
te 0¥ allein reicht dafiir nicht aus. Man muss V;0fF =
(V;0)¥ lesen. Wenn man V;0% = V;(v*) liest, dann er-
gibt das keinen Sinn.

Die Richtungsableitung soll nun auf Vektorfelder
verallgemeinert werden. Sei a ein Vektor. Fiir ein Ska-
larfeld f ist die Richtungsableitung

Dof = (a,grad f) = (> a"b, >, b*Di f)
k k
= Z a*Dyf.
k

Obwohl der Gradient die b*¥ = dx* enthilt, ist es bei
der Richtungsableitung wieder unerheblich, ob man
kartesische Koordinaten hat oder nicht.

Fir die Richtungsableitung eines Vektorfeldes
macht man einen analogen Ansatz:

Dgv = > a'Djv. (3.77)
i
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Daraus ergibt sich
Vav :=1I(Dgo) = > a'TI(D;v), (3.78)
und somit
V.o = Z a'V;v. (3.79)
i
Demnach ergibt sich
Vi = Z (Z a'D;ok + Z Fi];aivi)bk. (3.80)
k i Lj
Mit den Komponenten
V.oF = (Va0)k := Do(oF) + Z Fi];aivj. (3.81)
ij
erhilt man
(3.82)

Dav = Z kaavk.
k

Man kann nachrechnen, dass Vbl.vk = V,;0F ist. Um
das zu uberpriifen, vergegenwirtigt man sich, dass
(b;)! die Komponenten beziiglich der Linearkombina-
tion

bi = > (b)) by (3.83)
l

sind und somit (b;)! = §;; gilt. Damit ist

Vbivk = Dbi(vk) + Z(bi)lvjril; = Dﬂ)k + Z vjrl];
Lj J

Wir wollen nun herausfinden, wie man Kovektoren ab-
leitet. Mit der Formel V;b; = TI(D;b;) = S [}y las-
sen sich umgekehrt die Christoffelsymbole als Projek-
tion darstellen. Es ist Fl.]; = (bF, Vib;). Mit der Produkt-
regel ist weiterhin

0= Vi(b*,bj) = (V;b*,bj) + (b*,V;b)).  (3.84)
Damit erhélt man
Vibk = - ST (3.85)
J
Mit dieser Formel findet man
(3.86)

Vﬂ)k = Divk - Z va‘l.Jk.
J
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3.7 Die Volumenform

Wir wollen den Hodge-Stern-Operator definieren. Da
dieser Operator etwas kompliziert ist, wollen wir
das zunéachst auf Orthonormalbasen beschrénken. Der
Hodge-Operator ist linear, es ist *(v + w) = *v + *w
und #(rv) = r(xv).

Sei n die Dimension des Raums. Man definiert

*(60(1) A A eg(p)) = sgn(a) eo(p+1) N ... N eg(n)-
Es ergibt sich der Spezialfall

*(er A Nep)=epri A... Nep. (3.87)

Ein Beispiel. Fiir n = 4 soll «(e; A e4) berechnet werden.
Man ergénzt die fehlenden Vektoren auf der anderen
Seite und erhalt

x(e; A eq) = ses A e3. (3.88)

Das Vorzeichen s bestimmt man, indem man die Per-
mutation (1423) per Transposition sortiert und bei je-
der Transposition das Vorzeichen wechselt. Man rech-
net

s = sgn(1423) = —sgn(1324) = sgn(1234) = 1.
Man definiert

I,:=eey...ep=eg A...Ney. (3.89)

Damit definiert man noch =1 := I,, und *I,, := 1. Wenn
sich n aus dem Kontext ergibt, dann schreibt man auch
I1:=1,.

Auflerdem legt man I := 1 fest.

Sei A vom Grad r und B vom Grad s. Dann gilt

AAB=(-1)"°BAA. (3.90)
Man kann I, in drei Teile zerlegen. Es ist

In = IxrexJnok = Iko1 A e A Tk (3.91)
Damit erhalt man

Inex = (1) L1 Juorerer

= (-1)" 1 Sk
Anders herum ist

_ k-1 _ k-1

exln = (—1)" exexlk—1Jn-k = (=1 Ik—1Jn—k-
Weiterhin ist

xep = sgn(kl. .. k... W 1 Jn—k- (3.92)

3 Differentialgeometrie

Das Zirkumflex bedeutet, dass k dort ausgelassen wird.
Man rechnet nun

sgn(l...n) = (—1)k_1sgn(k1 cok...n). (3.93)
Ein Vergleich bringt

ser = exl, = (=1)" ' ex. (3.94)
Fiir einen Vektor v erhélt man also

wv = vl, = (=1)"" L. (3.95)

Sei ay ein Vektor aus (ex) und seien die a; paarweise
verschieden. Man definiert noch die Reversion

R(ay...an) :=(ap...ay). (3.96)

Man stellt fest, dass R(I,) = (—1)®/2(=D[ ist. Es er-
gibt sich weiterhin

Auflerdem ist ja I, = I_,. Ein Vergleich bringt *I, =
R(I,)I,. Wenn nun A eine Permutation von I, ist, dann
hat man A = s, wobei s ein Vorzeichen ist. Man erhalt
also

*A = x(sl,) = s xI, = sR(I,)I,
= R(sI))I, = R(A)I,.

Das legt den Verdacht nahe, dass die Formel *A =
R(A)I,, allgemein giiltig ist. Mit der Formel R(AB) =
R(B)R(A) kann man auch rechnen

*(AB) = R(AB)I,, = R(B)R(A)I,, = R(B) =A.
Wir benutzen nun die Formel

ec() N ... Negn) =sgn(o)eg A...Ney.  (3.98)

Damit rechnet man

(eg(p) AL A eg(l))In

=(egp) N .- - Neg)ler A ... Aep)

= sgn(o)(es(p) A .- Aes))es(t) A ... Aegn)
= s5gn(0) es(p+1) A - - - A eg(n)-

Damit ist die Formel *A = R(A)I, bestatigt. Wenn A
vom Grad r ist, dann ist R(A) = (=1)"/2-D 4,
Auflerdem ist

I,% — (—1)("/2)(”_1)R(In)1n - (_1)(n/2)(n—1).
Weiterhin ist

xxA = *(R(A)I,) = R(I,)AI, = sR(I,)I,A = sA.



3.7 Die Volumenform

Fiir das Vorzeichen gilt

Al = sI,A = sR(R(A)R(I,))

o i (3.99)
= s(=1) V(1) "R (AL,

Der Grad von Al, ist n—r. Multipliziert man auf beiden
Seiten mit Al,, so ergibt sich

(AIn)2 — (_1)(n—r)(n—r—1)/2

(3.100)
— s(_1)r(r—1)/2(_1)n(n—1)/2.

Man formt nach s um. Den Exponenten vereinfacht
man zu

n2+r2_n_m~:n(n—1)+r(r—n)- (3101)
Damit erhilt man
wx A = (_1)r(n_r)A. (3102)

Wie berechnet man den Hodge-Operator nun, wenn
man keine Orthonormalbasis hat?

Ab jetzt sollen die ex nicht mehr unbedingt ein Or-
thonormalsystem bilden. Die Formel eje; = e; A e; =
—eye; konnen wir leider nicht mehr benutzen. Diesem
Problem soll im Folgenden Abhilfe geschafft werden.

Das geometrische Produkt von Basisvektoren ist
ere; = (e, ez) + e Aey. (3.103)

Da e; A ey senkrecht zu den beiden Basisvektoren steht,
ist

ler?le2]* = (e1, e2)* + |e1 A ea]*. (3.104)
Mit dem metrischen Tensor erhilt man
_ 2
g11922 = gi2g12 + |e1 A ez (3.105)

bzw. |e; Aez|? = det g. Der Basisbivektor hat also einen
Flacheninhalt der von eins abweichen kann. Man bil-
det deswegen den normierten Bivektor

1
detg

I=

e1 A e. (3.1006)

;

Es gibt auch noch I’ = y/detge! A e?. Welchen man
benutzt ist unerheblich, denn es ist I’ = I. Man kann
den Strich also weglassen.

Fiir hoherdimensionale Rdume hat man

1
I= erA ... Ney. (3.107)
\detg
Alternativ ist
I’ =+/detge’ A...AE€". (3.108)
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Mit der Formel

aA...Na, =det(ag,...,an)er A... Aey (3.109)

macht man die Rechnung
A= A T,
k ki
= det(¢g"",...,g"") /\ ex = det(g) /\ ek.
k k

Damit bekommt man I’ = 1.

Sei v ein Vektorfeld. Das geometrische Produkt vI
soll berechnet werden. Es ist nun problematisch, dass
die Basisvektoren nicht rechtwinklig aufeinander ste-
hen. Jedoch steht e; rechtwinklig zu e? und e, zu e'.
Das wollen wir ausnutzen. Man hat e’e; = —eje’ fiir
i #j.

Der Vektor e, ldsst sich als Linearkombination von
e; und e? darstellen. Es ist ja e? = g*le; + g**e;. Umfor-
men bringt

1
ey = ﬁ(eZ - g*ley). (3.110)

Damit erhélt man
_ 1 2 21 _ 1 2
61/\62—7(61/\6 —-9g 61/\61)—561/\6.
9 )
Man rechnet nun
1 2 1 2
61(61 A 62) = giel(el Ne ) = ﬁelele

gi1 o
€

1
= g?(el’ﬁ)ez = 7

Man benutzt nun die Formeln

1112

g g 1 g2 —912
= — R 3.111
[921 922] det(g) [—921 922 ] a1y

22 12

g1 912 g -9
= det . 3.112
[921 gzz} 9) [_921 gzz ] ( )
Damit erhilt man

er(e1 A ey) = det(g) % (3.113)

Uber analoge Rechnung erhilt man die anderen For-
meln

es(er A ey) = —det(g) e, (3.114)
el(e! A e®) = det(g) e, (3.115)
e’(e! A e®) = —det(g) " ey. (3.116)
Damit ergibt sich
x v = vl = y/det g (v'e? — v?e!
9 ) (3.117)

= y/det g (v'dx? — v?dx").
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Mann kann noch die Indizes senken und erhalt

xv = 4/detg Z g0 dx’/
Lj

. . (3.118)
= +/detg Z Z €ijg" vrdx’ .
Lj k
Weiterhin ist ja noch %1 = 1I = 1.
Man verwendet nun
(e1 A ez2)(er A ez) = — det(er, e2) = —det(g).
Damit rechnet man
[ = R(DI = (e Aep)ex A eq) (3.119)
detg
1
== (e1 Aex)(ez A er) (3.120)
detg
1
= ———(—1)det(g) = 1. 3.121
fory D et9) (3.121)

Die Formel fiir Orthogonalbasen lasst sich sehr leicht
herleiten. Sei b; = ﬁ Die Rechnung ist

*(66(1) AN eg(k))
= lesl - - - leati)| #(boa) A - . - A bo(k)
= lec)l - - - lea()] sgn(@)(bo(k+1) A - - Abo(m)
e ---les
_ leal- - leoo] sen(o)
lesk+1)] - - - |€s(m)]

(eo(kr1) A -+ A o))

Die Reihenfolge der Basisvektoren ist bei der Determi-
nante des metrischen Tensors nicht wichtig. Man hat

ydetg

S bt — (3.122)
lesyl - - - leq(r)]

|ea(k+l)| s |ea(n)| =
Damit ergibt sich
*(60(1) AN... A eg(k))

1
=9a(1)a(1) - - - Go(k)a(k) =
ydetg
(eo-(k+1) AN... A eg(n)).

sgn(o)

Analog dazu ist

#(e“D AL AR

= oW g0 [Get g sen(o)

(R DA LA™,

3 Differentialgeometrie

3.8 Der Pullback

Bei der Substitutionsregel der Integralrechnung wird
eine Substitution vorgenommen. Dabei wird die Varia-
ble u gegen die Funktion u(x) ausgetauscht. Die Funk-
tion f(u) wird daher zur Verkettung

(f cu)(x) = f(u(x)).

Beim Differential muss die Substitution natiirlich auch
ausgefithrt werden. Es ergibt sich

(3.123)

du(x) = u'(x) dx. (3.124)

Verwendet man die Iverson-Klammer bzw. charakte-
ristische Funktion, so sieht man, dass die Substituti-
on auch fur die Variable zwischen den Grenzen vor-
genommen werden muss. Es ist

- [ @) < ullu < w0
= [ 1@ < ullute) < w3

(89

= [ la < xlix < Bl @ @

N
- / FluGe)’(x) d.

Wenn u(x) nicht monoton steigend ist, dann kann man
die Ungleichungen nicht so einfach kiirzen. Die Sub-
stitutionsregel funktioniert in einem solchen Fall aber
trotzdem. Der kanonische Beweis der Substitutionsre-
gel ist duflerst elegant, liefert jedoch keine so anschau-
liche Begriindung fiir die Modifikation der Grenzen.

Die Substitution wird auch als Pullback bezeichnet,
wenn der Rechenformalismus auf Differentialformen
iibertragen wird. Fiir eine Funktion ist der Pullback ge-
geben durch

wf=fou. (3.125)
Der Pullback ist linear. Es ist

u (w1 + @) = Uy + u wo, (3.126)
und wenn r eine konstante Zahl ist, so ist

u*(rw) = ru”(w). (3.127)

Der Pullback verteilt sich auflerdem auf Faktoren des
auleren Produktes. Man sagt, er ist multiplikativ. Es
ist

u (w1 A wg) = u' w1 A u"w;. (3.128)
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Wenn f eine 1-Form ist, so ist ja f A @ = fw. Somit
ergibt sich auch die Rechenregel
u(fw)=WHu'ew)=(fouu w. (3.129)

Eine weitere wichtige Rechenregel ist die Vertraglich-
keit mit der Cartan-Ableitung. Es ist

u*(dw) = d(u*w). (3.130)
Schlief3lich gilt noch die Regel
(ug o up)" =uy ouj. (3.131)

Setzt man  := f(u)du, so lasst sich die Substitutions-
regel nun umformulieren zu

/ W= / uw.
ula,b] [a,b]

Wenn u ein Diffeomorphismus ist, so gilt diese Formel
allgemein und enthilt den Transformationssatz. Die
allgemeine Formel lautet

/ a)=/u*a).
u(B) B

Voraussetzung ist, dass die Orientierung erhalten
bleibt, damit man beim Transformationssatz die Be-
tragsstriche entfernen kann. Die Formel gilt auch,
wenn u~! eine diffeomorphe Karte ist. Da der R" ein
Koordinatensystem beziiglich einer Orthonormalbasis
ist, gilt dort

(3.132)

(3.133)

/f(g)dxl/\.../\dxn=/f(§)dx1...dxn. (3.134)
B B

Integrale auf Mannigfaltigkeiten konnen damit auf ge-
wohnliche mehrdimensionale Integrale zuriickgefithrt
werden.

3.9 Der Pushforward

Bei v(f) handelt es sich um eine in der Differential-
geometrie ibliche Schreibweise fiir die Richtungsablei-
tung D, f. Man interpretiert das als Anwendung des
Vektors v auf die Funktion f. Es ist

o(f) = df(v) = (df,v) = > 0" Drf.  (3.135)
k
Formal kann man aber auch gleich
v= Z vki = Z ok Dy (3.136)
oo oxk %
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schreiben. Dann ist
o(f) =of = (D 0" Dp)f = > 0*Def. (3.137)
k k

Seien M und N zwei Mannigfaltigkeiten und sei f eine
Funktion auf N. Sei weiterhin F eine Funktion von M
nach N. Sei v ein Vektor aus dem Tangentialraum von
M am Punkt p. Der Pushforward ist definiert durch

(F.0)(f) = o(f o F).

Mit der Kettenregel rechnet man nun

o(f o F) = 3 o Di(f o F)
3

(3.138)

kOf OF:

_ kry. £(F. o
= ka D;f(F;)DyF; = > v 3 ok

k,i

Man kann den Pushforward als Verallgemeinerung der
Richtungsableitung ansehen. Wenn man F = id setzt,
dann erhalt man ja wieder die Richtungsableitung.

4 Funktionalanalysis

4.1 Bra-Ket-Notation

Ein Vektor lasst sich als Linearkombination von Basis-
vektoren darstellen. Es ist

a = aje; + aze;. (4.1)
Eine alternative Schreibweise dafiir ist
la) = ailer) + azlez). (4.2)

Bezeichnet man mit |1) und |2) die beiden Basisvekto-
ren, so schreibt man auch

la) = a11) + az[2). (4.3)

Die Zahlen a; und a; sollen nun komplexe Zahlen sein.
Damit wird der Vektorraum zu einem komplexen Vek-
torraum. Wir konnen auch fir einen komplexen Vek-
torraum ein Skalarprodukt definieren. Das Skalarpro-
dukt darf nie negativ werden, weil die Wurzel aus dem
Skalarprodukt immer ein anschauliches Ergebnis sein
soll. Wiirde man das Skalarprodukt als

(a,b) = an axby (4.4)
k=1

definieren, so wire (a,b) > 0 nicht immer gewéhr-
leistet. Wir schaffen dem Abhilfe, indem die a; konju-
giert werden. Das heift, der Imaginarteil der a; wird
negiert.
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Definition. Das Standardskalarprodukt von Vekto-
ren aus einem komplexen Vektorraum ist

{a,b) = Z arby. (4.5)
k=1
Das Skalarprodukt ist nach dieser Definition nicht bili-

near, sondern sesquilinear. Es ist auch nicht mehr sym-
metrisch, sondern hermitisch. Es ist

(ra,b) =r{a,b), (4.6)
{a,rb) = r{a,b),
(b,a) = (a,b). (4.8)

Die Konjugation kann anstelle von z alternativ auch
durch z* ausgedriickt werden.
Man definiert auch
- a
(al = [a1. @), m=P} (49)
az
Das Skalarprodukt (a|b) ldsst sich nun durch eine Ma-

trizenmultiplikation bilden. Man definiert auflerdem
die Adjunktion H als

H
- a a -
[@.@]" = [ 1] , [ 1} =[@,a]. (410
as as
In Bra-Ket-Notation ist also (a| = |a) und |a) =
(a|. Die Adjunktion soll auch fir eine Matrix definiert
werden. Sei
AH = (a,-j)H = (aj,) (4.11)

Sei auferdem A = (a; 7). Man schreibt dann auch AF =
AT Die Transposition einer Matrix ist der Spezialfall
der Adjunktion. Die Adjunktion geht namlich in die
Transposition iiber, wenn nur reelle Zahlen verwendet
werden. Fiir eine reelle Matrix ist ndmlich A = A.

Die Adjunktion hat fast die gleichen Rechenregeln,
wie die Transposition. Die Rechenregeln sind

(A+ B = AH 4+ BH, (4.12)
(AB)H = BHAH, (4.13)
(rA) =7AH, (4.14)
(AT)™ = (@A), (4.15)
(AHH = A (4.16)
det(A) = det(A). (4.17)

Durch den Formalismus mit Zeilenvektoren und Spal-
tenvektoren kann man das Skalarprodukt durch eine
Matrizenmultiplikation von einem Zeilenvektor mit ei-
nem Spaltenvektor ausdriicken.

4 Funktionalanalysis

Sei A eine quadratische Matrix. Die Matrizenmulti-
plikation ist ja assoziativ. Es ist also

((v]A)|w) = (v|(Alw)).

Man kann das auch explizit nachrechnen. Wegen dem
Assoziativgesetz schreibt man anstelle von a(bc) auch
einfach abc. Das wollen wir bei der Multiplikation von
Matrizen auch machen. Wir schreiben also einfach

(4.18)

(v|Alw). (4.19)
Fir Matrizen ist ja

(ABC) = cHBH AH (4.20)
Es ergibt sich daher

((lAlw)T = [wTAT (o] = (w]AT[0).  (4.21)
Auflerdem ist

((@lw) = W) @l = (wlv). (4.22)

Die Komponenten eines Vektors bekommt man durch
Skalarprodukte mit den Basisvektoren der Orthonor-
malbasis. Es ist

ar = (ex|a). (4.23)
Damit ist
0y = > aler) = Serladlen). (4.24)
k=1 k=1

Da die Multiplikation mit einem Skalar kommutativ
ist, konnen die Faktoren in ag|ex) zu |eg )ay vertauscht
werden. Man klammert |a) dann aus der Summe aus.
Ubrig bleibt der Operator

1= 3 Jexel. (4.25)
k=1

Der Operator I ist der Identitatsoperator. Es ist I|a) =

|a).

4.2 Funktionen

Ein Vektor kann als Punkt im R" angesehen werden.
Zu jedem Punkt gehort genau ein Vektor, welcher vom
Koordinatenursprung auf diesen Punkt zeigt. Dieser
Punkt ist ein Tupel (ay, . . ., a,) von Koordinaten. Dann
kann doch auch jede endliche Folge (ay) als Vektor an-
gesehen werden, denn die Folge ist ja auch ein Tupel.
Ein Tupel ist eine Familie mit der Indexmenge I =
{k € N| k < n}. Wir kénnen doch auch die Indexmen-
ge I = N wihlen, oder auch I = R. Die Familien (ay)
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mit I = R, das sind doch die reellen Funktionen. Wir
setzen x = k und f(x) = ag.

Sind Funktionen so etwas wie Vektoren?

Die Notation f = x +— 2x soll bedeuten, dass f ei-
ne Funktion mit f(x) = 2x ist. Eigentlich miisste man
zu jeder Funktion auch den Definitionsbereich und die
Zielmenge angeben, aber wenn wir verlangen, dass die
Funktionen alle aus demselben Funktionenraum ent-
stammen, so ist dies nicht notwendig.

Seien f, g reelle Funktionen. Ein Skalarprodukt ist
z.B.

b
<ﬂm=/fuwmw. (4.26)

Seien f, g Funktionen mit komplexen Werten. Ein Ska-
larprodukt ist z. B.

b —
(f.9) = [ Fogo (427)
Analog zu Vektoren wird mit dem Skalarprodukt die
Norm

IfIl=V<fs )

definiert. Analog zu Vektoren werden Funktionen f, g
mit (f,g) = 0 als orthogonal zueinander bezeichnet.
Analog zu Vektoren wird eine Funktion f normiert ge-
nannt, wenn || f|| = 1 ist.

In einem Hilbertraum gibt es Orthonormalbasen.
Analog zu Vektoren kann jede Funktion aus dem Raum
in eine uneigentliche Linearkombination

=27 frer = D (e ex.

kel kel

(4.28)

(4.29)

zerlegt werden. Die Funktionen e(x) sind die Basis-
vektoren, die f; sind reelle oder komplexe Zahlen.
Beispiel: Sei

B = {x+ 1, x = V2 cos(kwx),
x — V2sin(kwx)| k € N}.

Die Menge B ist eine Orthonormalbasis, wenn sie als
unendliches Tupel aufgeschrieben wird. Das Skalar-
produkt ist

1 (T

(fop=1 [ g (430)
0

mit T = 27 /w. Wir normieren jetzt z. B. auf w = 1 und

rechnen nach

1 27
(x > 1, x > V2 cos(x)) = o V2 cos x dx
T Jo

1 1
= —V2[sinx]?" = —V2[sin(27) - sin 0] = 0.
21 27
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Die beiden Funktionen sind tatsichlich orthogonal.
Auflerdem ist z. B.

2 1 2 1 2
||x — 1|| = g dx = E[X]O =1.
0

Eine Funktion aus dem Funktionenraum wird mit B
zerlegt in die uneigentliche Linearkombination

f(x) = % + g[%\/ﬁ cos(kwx)+ %\/E sin(kwx)].

Die Koeffizienten sind

% = (x> 1, f), (4.31)
% = (x > V2 cos(kwx), f), (4.32)
% ={x \/Esin(kwx), . (4.33)

Sei der Vektor v dargestellt als Linearkombination von
Basisvektoren
v = vie + vyey. (4.34)

und sei B = (e, e5) eine Orthonormalbasis. Fiir Vekto-
ren gilt der Satz des Pythagoras in der Form

[v|? = 0% + 02, (4.35)
Allgemeiner gilt
[o]* = > ot (4.36)
k=1

Analog gibt es fiir Funktionen aus einem Hilbertraum
einen Satz des Pythagoras, der als parsevalsche Glei-
chung bezeichnet wird. Es ist

IF1% =37 f

kel

mit fx = (ex, f).

Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer Ma-
trix entsteht ein neuer Vektor. Fiir Funktionen gibt es
ein analoges Konzept. Wird ein linearer Operator auf
eine Funktion angewendet, so entsteht dabei eine neue
Funktion. Zu den linearen Operatoren gehoren die In-
tegraltransformationen.

(4.37)

Ein Beispiel ist die Laplace-Transformation. Die La-
place-Transformation ist

1@%@=[mﬂmama. (4.38)
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Die Laplace-Transformation von f(x) = 1 ist z.B.

1 —00
e_sxdxz——/ e’ dx
S Jo

a_l):_

Lix — 1)(s) = /(;

= ! lim (e
S a—oo
Aus x — 1 macht die Transformation also s > 1/s.

Drehmatrizen drehen Vektoren, andern ihren Be-
trag jedoch nicht. Das Analogon zu Drehmatrizen sind
orthogonale bzw. unitire Operatoren. Unitire Opera-
toren erhalten die Norm. Ein Beispiel dafiir ist die Fou-
rier-Transformation F. Es ist ||F(f)|| = || f|l-

Fiir unitire Operatoren ist T~! = T, die inver-
se Transformation ist die adjungierte Transformation.
Z.B. ist die Fouriertransformation
L / " fx)e % dx
Vor ) :

F(f)(w) = (4.39)

Sei z = rel? eine komplexe Zahl in Polarform. Die kon-
jugierte Zahl ist z = re™'%. Auf diese Art kénnen wir
auch die Transformation adjungieren. Man erhélt

FU(f)x) = (4.40)

1 oo iwx
\/—_ﬂ‘/_oo f(w)e'“" dw.

4.3 Schwingungen

Eine harmonische Schwingung hat die Gleichung

u = usin(wt + @o). (4.41)

Fir den Effektivwert ergibt sich Ueg = ||u||. Mit dieser
Interpretation des Effektivwertes hat man die Moglich-
keit geometrische Mittel zu benutzen. Z. B. kann man
nun die Dreiecksungleichung

lluy + uz| < [l + [Juz]]. (4.42)

verwenden. Die Summe zweier Schwingungen wird
immer einen kleineren Effektivwert haben, als die
Summe der Effektivwerte der Schwingungen. Dabei
scheint es egal zu sein, ob diese Schwingungen harmo-
nisch sind oder nicht.

Weiterhin erhélt man mit der ersten binomischen
Formel

llus + uall? = llunll + 2us, ug) + [l (4.43)

Wir definieren die Mischspannung u,, := u + u, wobei
u der konstante Gleichanteil sein soll. Man sieht leicht
ein, dass (u,u) = 0 ist. Auflerdem ist ||u|| = u. Man
erhilt also

lumll? = [luell? + 7. (4.44)

4 Funktionalanalysis

Wenn uy, u; zwei harmonische Schwingungen mit glei-
cher Kreisfrequenz sind, dann ist

(ur,uz) = |luslluzll cos Ag. (4.45)
Eine beliebige Schwingung kann nun als Fourier-
reihe von Grundschwingungen dargestellt werden.
Dann kann man den Effektivwert auch mit der parse-
valschen Gleichung berechnen.

Z.B. ist die Fourierreihe der Rechteckschwingung
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sin((2k — 1)wt)
? - .

2k -1

M e

u= (4.46)

a
Il

1

Mit der parsevalschen Gleichung ist

A2 00 . 2
9 sin((2k — Dwt)
llull® = 2 Z T
160° &
o2 Z2(2k—1)2 B 71'2 Z(2k—1)2
8a’ n* .,
Tyt

Man erhilt also Ueg = 1.

Es wird nun klarer, warum bei einer harmonischen
Schwingung

1,

Ut = —1

V2

ist. Es ist so, weil nicht die Schwingungen sin(wt + @)
die normierten Basisvektoren darstellen, sondern die
Schwingungen V2 sin(wt + ¢). Das sieht natiirlich et-
was komisch aus. Verwendet man aber die komplexe
Darstellung einer Schwingung, so hat man exp(iwt +
igo) als normierte Basisvektoren. Mit diesen ist

(4.47)

u = |l (4.48)
Man beachte aber, dass dies kein Amplitudenzeiger

sondern ein Effektivwertzeiger ist.

4.4 Basen

Bisher waren die Basen immer abziahlbar. Was ist,
wenn die Basis nicht abzahlbar ist? Die uneigentliche
Linearkombination ist dann keine Summe, sondern ein
Integral.

Fir die Formulierung benétigt man ein Hilfsmittel,
das sich Delta-Distribution nennt. Die Delta-Distribu-
tion &§(x) kann man sich als eine Funktion vorstellen,
die fiir x # 0 den Wert null und bei x = 0 den Wert
unendlich hat. Der Flicheninhalt der Fliche unter der



4.4 Basen

Kurve (d.h. zwischen Graph und x-Achse) soll aber
trotzdem gleich eins sein.
Fiir die Delta-Distribution gilt

f(a) = [ f(x)d(x — a)dx. (4.49)
Man definiert

da(x) = 6(x — a). (4.50)
Das Skalarprodukt definiert man mit

(.9 = [ T ax. (451)

Man kann nun uberprifen, dass (§,,,) = 6(a — b)
ist. Das ist analog zu (e;, ej) = J;;. Die Menge der §,
kann man als Orthonormalbasis interpretieren. Man
schreibt nun kiirzer f(a) = (3., f).

Damit kann man eine uneigentliche Linearkombina-
tion formulieren. Die Funktion f zerlegt man zu

f= [m f(a)d,da = [OO(cSa,f)cSa da. (4.52)

Wir kénnen nun f = |f) aus dem Integral ausklam-
mern und setzen
8a = |84). Ubrig bleibt der Identititsoperator

I:/mwawaw.

[Se]

(4.53)

Dieser Operator verandert eine Funktion nicht. Es ist
If = f.

Um Schreibaufwand zu sparen, wollen wir das In-
tervall (—oo, co) mit Q bezeichnen. Das Skalarprodukt
kann man auch auf folgende Art ausrechnen:

<ﬂmﬂﬂéﬂwmm=AﬂMﬁww
=/ﬂm%ﬁw=/wﬁ®w.
Q Q

Fast die gleiche Rechnung macht man, wenn man bei
(f,g) = (f|I|g) fir den Identitatsoperator einsetzt.

Da die inverse Fourier-Transformation unitér ist,
kann man sie auf die Basisvektoren §, anwenden, um
neue Basisvektoren zu erhalten. Es ergibt sich

1

ea(x) = F1(8,)(x) = —=el%*. 4.54
Tatséachlich ist nun
/ e 19%el* dx = 278(a — b). (4.55)
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Man hat also {e,, e,) = 6(a — b), d. h. die Funktionen
e, sind orthonormal.

Bei diagonalisierbaren Matrizen ist es moglich eine
Eigenzerlegung der Matrix vorzunehmen. Im Folgen-
den wird erldutert, wie das beim Ableitungsoperator
gemacht wird.

Der Differentialoperator D(f) = x + f’(x) hat die
Eigenwerte A. Zum Eigenwert A gehort der Eigenvek-
tor e**. Der Operator D muss nun zerlegt werden zu

D=ToSoT™\. (4.56)

Wenn man einen Basisvektor einer Orthonormalbasis
mit einer Diagonalmatrix multipliziert, so wird der Ba-
sisvektor mit der entsprechenden Komponente der Ma-
trix multipliziert. Es ergibt sich

diag(aii, - - ., ann)er = agkex. (4.57)

Dieses Prinzip iibertragen wir analog auf den diagona-
len Operator S. Man hat dann S(6,) = A,6,. Wir ord-
nen die Eigenwerte nun in der Reihenfolge an, bei der
A, = —r ist. Wenn man S nun auf eine Funktion an-
wendet, so erhalt man

S(f) = x = (=x)f (x). (4.59)

Fir die Transformation T muss dann T6, = x +— e '~

sein. Man rechnet nun
Tf = T/wf(a)da da = /oof(a)T&l da
= '/_OO f(a)(x — e “)da

[ : f(a) [ : e, db da
/_ : /_ : f(a)e™* da s, db

x> [: f(a)e ** da.

Den Definitionsbereich von f schrinkt man nun zu
x > 0 ein. Fir x < 0 kann man ja einfach f(x) = 0 de-
finieren. Unter dieser Voraussetzung erhdlt man T = L
wobei mit L die Laplace-Transformation gemeint ist.
Z.B. soll F(s) = 1/s abgeleitet werden. Man erhalt

D {1} =LSL™! {1} = LS{1}
s s ) (4.59)
=L{-x} =-L{x} = —2

Wenn man die Eigenwerte stattdessen in der Reihenfol-
ge anordnet, dass A, = rist, ergibt sich T§, = x — e™.
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In diesem Fall ist T = L™1. Sei R(f) = x — xf(x). Die
Zerlegung lautet dann D = L™'RL. Nun ist ja
D*=DD =L 'RLL'RL = L"'R*L. (4.60)

Analog zu Matrizen miisste das auch fiir beliebige Po-
tenzen moglich sein. Man rechnet nun

D™{f(x)} = L"'R™“L{f(x)}

Sl (4.61)
=L {s“L{f(x)}}.

Nach den Rechenregeln der Laplace-Transformation
ist aber

1
sT = —L{x%'}.

= (4.62)

Mit der Rechenregel L(f)L(g9) = L(f * g) ergibt sich

D f(x)} = ﬁL*{L{ /0 (x— L f(1)de)).

Somit ist
D) = g [ et @d e

Dieser Operator heifit Riemann-Liouville-Integral und
stellt einen fraktionalen Integraloperator dar.
Betrachtet man exp(hD) anstelle von D¢, so gelangt
man zur Verschiebungseigenschaft des Operators, der
zur Taylorreihe gehort.
Die Taylorreihe an der Stelle x; ist gegeben durch

© (pk
(exp((x — x0)D)f)(x0) = > %

k=0

(x = xo)k-

Es ergibt sich nun

exp(hD) = exp(L™'RL) = L' exp(hR)L. (4.64)

Somit ist nach den Rechenregeln der Laplace-Transfor-
mation:

exp(hD){f(x)} = L™ {e"L{f(x)}}

= f(x +h). (4:65)

4.5 Integraltransformationen

Sei T eine Integraltransformation. Mit T(f) oder auch
Tf ist die Applikation von T auf die Funktion f ge-
meint. Eine Integraltransformation hat die Form

Tf=xm ‘/QK(a,x)f(a) da. (4.66)

4 Funktionalanalysis

Die Funktion K(a,x) wird Integralkern genannt. Die

Transformation kann man als uneigentliche Linear-

kombination darstellen. Man erhélt dann

Tf = / /K(a, b)|6p) f(a) dadb. (4.67)
DJa

Ersetzt man noch f(a) gegen (g, f), so erhilt man

Tf = /D /Q K(a, b)|85) (5, f) dadb. (4.68)

Man klammert jetzt f = |f) aus. Der Integraloperator
bleibt iibrig. Es ergibt sich

T:/D/QK(a,b)|5,,><5a|dadb.

Man kann die Transformation auf die Delta-Distributi-
on anwenden. Es ist

(4.69)

TS, = x — K(r,x). (4.70)

4.6 Das Stieltjes-Integral

Sei g eine Funktion mit stetiger Ableitung. Dann ist

b b
[ rwww = [ rogwe @
a a

Die Funktion g wird Integrator genannt. Beim Stieltjes-
Integral sind aber auch Integratoren moglich, die z. B.
Treppenfunktionen sind. Sei g eine Treppenfunktion,
die im Intervall (a,b) an den Stellen x; Spriinge der
Hoéhe ¢, macht. Wenn ¢ negativ ist, dann macht g an
der Stelle x; einen Sprung nach unten. Das Stieltjes-
Integral ist

b n
/ Fodg) = 3 fler. (4.72)
a k=1

Die verallgemeinerte Regel zur partiellen Integration
ist
b b

/ f@)dg(x) = [fx)g)]; - / g9(x) df (x).
Das Stieltjes-Integral ist linear im Integranden und im
Integrator. Es ist

d(g(x) + h(x)) = dg(x) + dh(x),

d(cg(x)) = cdg(x).

(4.73)
(4.74)

Damit kann man Treppenfunktionen mit stetig diffe-
renzierbaren Funktionen iiberlagern, wobei verschie-
dene Regelfunktionen entstehen. Wenn der Integrator
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Knickstellen hat, die Funktion f aber stetig differen-
zierbar ist, so kann man das Stieltjes-Integral tiber par-
tielle Integration auf ein Riemann-Integral zurtckfiih-
ren.

Sei Q ein Intervall, das die Stelle null enthalt, wo-
bei null nicht auf dem Rand von Q liegen soll. Mit der
Heaviside-Funktion H(x) ist

[ 1wt = 5o, (4.75)
Man kann §(x) dx also als dH(x) interpretieren. Wenn
die Heaviside-Funktion eine Ableitung hétte, dann wé-
re diese die Delta-Distribution. Es ist nun ja

1

H(x) = E(sgnx +1). (4.76)
Damit ergibt sich dH(x) = (1/2)dsgn(x). Auflerdem
beachtet man die Rechenregel

sgn(ax) = sgn(a) sgn(x). (4.77)
Man erhalt

dH(ax) = sgn(a) dH(x). (4.78)
Es gilt auch die Rechenregel

la| = sgn(a)a = (4.79)

sgn(a)
Verwendet man nun noch d(ax) = a dx, so erhilt man

d(ax) = i5(x).

(4.80)
|al

4.7 Fraktionale Iterationen

Sei f eine Funktion, und man setze D(f) = Bild(f). Es
lassen sich nun die Iterationen rekursiv definieren. Sei

FOx) == id(x) = x,

16 = )
Die Iterationen sind Potenzen beziiglich des Verket-
tungsoperators. Es ist f2 = f o f usw. Man kann sich
nun die Frage stellen, ob sich so etwas wie f 1/2 bestim-
men ldsst. Allgemeiner f°, wobei ¢ eine komplexe Zahl
ist.

Sei Cr(g) := g o f. Man rechnet nun

Cr(rg)=(rg)o f=xrg(f(x))=r(go f)
und
Cr(g1+9g2)=(g1+g2)of

=x - gi(f(x) + g(f(x)) =giof+g20 f
= Cr(g1) + Cr(g2).
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Bei Cr handelt es sich um einen linearen Operator, und
C}’(g) ist g o f", da Verkettungen assoziativ sind. Der
Operator Cr wird Kompositionsoperator genannt.

Sei nun ¥ ein Eigenvektor von Cyr. Das zugehérige
Eigenwertproblem Cr¥ = A¥ wird schrddersche Glei-
chung genannt und stellt eine Funktionalgleichung dar.
Hat man ¥ gefunden, so ergibt sich damit auch

Fr(x) = ¥ (A ¥(x)). (4.81)

Sei nun u ein Fixpunkt von f und sei 0 < |f’(u)| < 1.
Unter bestimmten Umstanden ist dann

n
W) = lim L) ¥
n—eo fr(u)"
und A = f’(u). Die Eigenfunktion ¥(x) wird dann
Funktion von Koenigs genannt.

Jede gewohnliche Potenz kann als Iteration formu-
liert werden. Sei z.B. f(x) = ax, dann ist f?(x) =
a(a(x)) = a’x, da die Multiplikation assoziativ ist. Zu
jeder Funktion f gehort nun genau eine Zahl a, wo-
mit sich eine Bijektion ergibt. Die linearen Funktionen
und die reellen Zahlen sind also isomorph beziiglich
der ,Potenzierung”.

Fir eine reelle Zahl r wire dann aber

ax=f"(x).

Diese Vorgehensweise hangt offensichtlich nur davon
ab, dass die Multiplikation assoziativ ist. Man kann
auch f(x) = Dx setzen, wobei D der Ableitungsope-
rator und x(t) eine Funktion ist. Somit kénnen fraktio-
nale Ableitungen als Spezialfall von fraktionalen Itera-
tionen betrachtet werden.

Wenn u ein Fixpunkt von f ist, dann ist f(u) = u
und somit auch f"(u) = u. Damit erscheint es verniinf-
tig, auch f"(u) = u fiir eine reelle Zahl r zu verlangen.

In der Umgebung von u sollte sich f nun durch eine
affine Funktion g(x) = b + ax approximieren lassen.
Man hat nun

(4.82)

(4.83)

g*(x) = b + ab + a*x,
g°(x) = b+ ab + a*b + a’x,
g*(x) = b +ab + a*b + a’b + a'x

und daher

a® -1

b+ax = 1b+a"x.

g"(x) =

n-—1
> e
k=0
Jetzt lasst sich wieder g"(x) fiir eine reelle Zahl r be-
rechnen. Fiir r = -1 ergibt sich die Umkehrfunkti-

on von g, womit die hier dargestellte Vorgehenswei-
se eine gewisse Sinnhaftigkeit erhilt. Setzt man nun

a—
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g(x) = u+ a(x — u) bzw. b = u — au, so ergibt sich die
aquivalente, aber wesentlich einfachere Formel

9"(x) =u+a"(x—u). (4.84)

Allgemeiner kann man f durch eine Taylorreihe ap-
proximieren. Sei a := f’(u), b := f”(u). Man erhalt
weiter

"-1

g"(x)=u+a"(x—u)+ a—a"_lg(x —u)’ ...
a

-1
Die nichsten Summanden werden wesentlich kompli-
zierter sein. Ohne System wird man handisch noch
ein bis zwei Summanden formulieren kénnen. Eine nu-
merische Berechnung beliebiger Genauigkeit ist damit
nicht moglich.

Als nichstes soll eine weitere Methode vorgestellt
werden. Die Funktion f soll sich nun als Potenzreihe
mit f(x) = X7, arxk darstellen lassen. Die Potenz-
reihe ist aber als Skalarprodukt (A, v(x)) mit A; =
(ag,ay,...)und v(x) = (x°, x!,...) interpretierbar. Die
Idee ist nun, auch die Potenzen f(x)! damit auszu-
driicken. Dann muss Ay = (1,0,0, . ..) sein. Sagen wir,
die A; sollen Spaltenvektoren sein, so lassen sie sich
zur Matrix A zusammenfassen. Diese Matrix ist also
von folgender Gestalt.

[ 1 0 0 0
agp a az as
ag 2apaq af + 2apa; 2a1ay + 2apas
al 3aia; 3apa® +3aja,
at  4a3a; 6a’d’ + 4a>
5 0a1  6agai + 4ajaz
Allgemein ist
1. 4 ;
Ajic = 1D fxY -0, (4.85)
Umgekehrt hat man mit dieser Matrix
flxy = > Agx®. (4.86)
k=0

Mit dieser Matrix ergibt sich nun

Av(x) = A[1,x,x%,...] = [1, f(x), f(x)?,...]. (4.87)

Also kurz Av(x) = v(f(x)). Damit ist aber
Ao(x) = v(f"(x)).

Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen der
Matrixpotenz und der Iteration von f dar. Die Ma-
trix A(f) wird Carleman-Matrix der Funktion f ge-
nannt. Anders ausgedriickt erhélt man die Formeln

(4.88)

4 Funktionalanalysis

A(f o g) = A(f)Alg) und A(f") =
f(x) = [A(f)]1v(x) erhélt man

f) = [A(f)" ]io(x).

A(f)". Wegen

(4.89)

Um eine Approximation zu erhalten, beschriankt man
sich auf eine quadratische Teilmatrix von A. Mochte
man fiir n eine reelle Zahl einsetzen, so muss man nur
die Giblichen Methoden zur Berechnung von Matrixpo-
tenzen mit reellem Exponenten benutzen.

Unter Verwendung der binomischen Reihe und der
binomischen Formel ergibt sich

xm=(x—1+1)m=i(’:)(x—l)"

n=0
_ > (M) < (n _1\n—k_k
Sl

Und fiir Iterationen erhilt man analog

o) n
=33 (1) 35 () oo
n=0 \"/ 1= k

Um der Frage auf den Grund zu gehen, unter wel-
chen Voraussetzungen die Formeln konvergente Lo-
sungen liefern und wann die Ergebnisse iibereinstim-
men, benotigt man Kenntnisse in Funktionentheorie
und Funktionalanalysis.



5 Stochastik

5.1 Ereignisse

Wenn man einen Wiirfel wirft, so erhalt man eine der
Zahlen aus

{1,2,3,4,5,6} (5.1)

als Ergebnis. Man kann jetzt jeder Zahl die Wahr-
scheinlichkeit 1/6 zuordnen. Diese Vorgehensweise ist
aber von einer gewissen Mangelhaftigkeit betroffen,
weil man so nicht alles elegant formulieren kann, was
denkbar ist. Es ist viel niitzlicher, zuerst sogenannte
Ereignisse aus den Ergebnissen zu bilden. Zu den Er-
gebnissen gehoren die elementaren Ereignisse

({1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6} }. (5.2)

Jedes elementare Ereignis A hat nun die Wahrschein-
lichkeit P(A) = 1/6. Wenn man sich jetzt nur dafiir in-
teressiert, ob eine Eins oder eine Zwei gewtirfelt wur-
de, so kann man die Vereinigungsmenge dieser Ereig-
nisse bilden. Man erhilt das Ereignis

A={1}u {2} = {1,2}. (5.3)

Man sagt, ein Ereignis A ist eingetreten, wenn eines
der Elemente aus A das Ergebnis des Wiirfelwurfes ist.
Fiir zwei disjunkte Ereignisse gilt nun die Formel

P(AU B) = P(A) + P(B). (5.4)

Damit erhilt man in diesem Fall

P({1,2}) = P({1} U {2}) = P({1}) + P({2})
1 1 1

66 3

Ein Zufallsexperiment, bei dem jedem elementaren
Ereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit zugeordnet
wird, wird allgemein als Laplace-Experiment bezeich-
net. Das klassische Wiirfeln und der Miinzwurf sind
Laplace-Experimente. Die Menge aller Ergebnisse soll
mit dem Buchstaben Q bezeichnet werden. Fur La-
place-Experimente gilt allgemein die Formel

|A]

P(A) =

ol (5.5)

Dabei ist |A| die Anzahl der Elemente von A und |Q|
die Anzahl der Elemente von Q. In Wirklichkeit gibt
es eigentlich keine Laplace-Experimente. In der Rea-
litat weichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen immer
geringfiigig von der Gleichverteilung ab.
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Wenn man zwei Wiirfel auf einmal wirft, so kann
man die Ergebnismenge aus den Tupeln (e;, e;) bilden,
wobei e; das Ergebnis des ersten Wiirfels und e, das
Ergebnis des zweiten Wiirfels ist. Die Anzahl der Tupel
ist

QX Q| =1]Q| X |Q] =6X6=36. (5.6)
Jedes elementare Ereignis hat also die Wahrscheinlich-
keit 1/36.

Wenn sicher ist, dass das Ereignis B eintritt, so
schreibt man P(A|B) anstelle von P(A). Man fragt al-
so nach der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von
A, wenn man das Eintreten von B voraussetzen kann.
Das wird als bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichnet.
Es gilt die Formel

(5.7)

Zwei Ereignisse heiflen stochastisch unabhingig,
wenn

P(AN B) = P(A)P(B) (5.8)
gilt. Das ist der Fall, wenn das Eintreten A nichts mit
dem Eintreten von B zu tun hat.

Wenn man das gleiche Zufallsexperiment mehrmals
hintereinander durchfiihrt oder verschiedene Zufalls-
experimente nacheinander durchfithrt, dann spricht
man von einem mehrstufigen Zufallsexperiment. Fiir
mehrstufige Zufallsexperimente kann man Baumdia-
gramme als Hilfsmittel benutzen. Es gelten Pfadre-
geln. Man kann z. B. nach der Wahrscheinlichkeit fra-
gen, mit einer Miinze erst Zahl zu werfen und dann
mit einem Wiirfel eine Sechs zu wiirfeln. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist 1/12. Ein mehrstufiges Zufalls-
experiment ist also ein zusammengesetztes Zufallsex-
periment, welches aus mehreren kleinen Zufallsexpe-
rimenten besteht, die nacheinander durchgefithrt wer-
den. Auch beim gleichzeitigen Werfen von mehreren
Waiirfeln kann man sich vorstellen, dass diese Wiirfel in
einer festen Reihenfolge nacheinander geworfen wer-
den.

Ein Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge {0, 1}
wird als Bernoulli-Versuch bezeichnet. Bei Bernoulli-
Versuchen schreibt man kurz p := P({1}). Damit er-
gibt sich auch P({0}) = 1 — p. Wenn man einen Ber-
noulli-Versuch mehrmals hintereinander durchfihrt,
so spricht man von einer Bernoulli-Kette. Eine Ber-
noulli-Kette kann als mehrstufiges Zufallsexperiment
oder auch als ein sogenannter stochastischer Prozess
interpretiert werden.
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Da die Ereignisse der Ereignismenge gewisse Axio-
me erfiillen, bezeichnet man die Ereignismenge auch
als Ereignisraum. Damit sind nicht die Axiome von
Kolmogorow gemeint, die gelten fiir Wahrscheinlich-
keiten und nicht fiir Ereignisse. Ereignisrdume sollen
mit dem Buchstaben ¥ bezeichnet werden.

Ein Ereignisraum ist eine Teilmenge der Potenzmen-
ge von Q. Daher ist 2!¢! die maximale Anzahl der Ele-
mente in 2. Wenn man jedem Ergebnis ein dazugehori-
ges elementares Ereignis gibt, dann wird diese Anzahl
auch erreicht.

5.2 Zufallsgrofien

Es hat sich als fruchtbar erwiesen sogenannte Zufalls-
grofien zu betrachten. Das sind Funktionen von der Er-
gebnismenge in die reellen Zahlen. Eine diskrete Teil-
menge der reellen Zahlen ist natiirlich auch eine Ergeb-
nismenge, aber man kommt auf sinnvolle Ideen, wenn
man stattdessen eine Funktion

X:Q—>R (5.9)

betrachtet. Anstelle von y = f(x) schreibt man hier
x = X(w). Wenn man schon eine diskrete Teilmenge
der reellen Zahlen vorliegen hat und falls man den Be-
griff der Zufallsgréfle nicht braucht, so kann man die
identische Funktion X = id als Zufallsgrofie wahlen.
Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, wie man die
Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten von x angibt.
Wahrscheinlichkeiten sind ja eigentlich nur fiir Ereig-
nisse definiert, und genau so muss man auch Vorgehen.
Man wihlt eine Bildmenge aus, in diesem Fall {x}, und
bestimmt die Urbildmenge. Die Urbildmenge ist nun
aber ein Ereignis, und von diesem kann man die Wahr-
scheinlichkeit bestimmen. Man definiert also

P({x}) = P(X"'({x})). (5.10)
Allgemeiner definiert man
P(A C Bild(X)) := P(X"'(A)). (5.11)

Nun kann man auch die sogenannte Verteilungsfunk-
tion definieren. Man definiert

F(x) := P({a€Bild(X)| a < x}). (5.12)

Oft wird auch die Kurzschreibweise F(x) = P(X < x)
verwendet. Die Wahrscheinlichkeit einer Teilmenge
der Bildmenge ist immer noch ein sogenanntes Maf3.
Damit gilt fiir disjunkte Teilmengen A, B der Bildmen-
ge von X auch jetzt noch die Formel

P(AU B) = P(A) + P(B). (5.13)

5 Stochastik

Damit ergibt sich

F(x) = P({ala < x}) = P(|_J{a}) = > P({a}).

asx asx

5.3 Stochastische Prozesse

Betrachten wir eine Menge von Zustdnden si. Fir je-
den Zustand gibt es nun Pfeile ay; := (s, s;) auf andere
Zustiande. Ein Pfeil der auf den aktuellen Zustand zu-
rickfiihrt, ist auch zugelassen. Jeder Pfeil wird nun mit
einer Wahrscheinlichkeit pg; behaftet, so dass die Sum-
me aller Wahrscheinlichkeiten beziiglich des Zustan-
des s eins ist. Man beginnt nun bei einem Anfangszu-
stand. Durch den Zufall wird ein Pfeil ausgewahlt, so
dass man bei einem neuen Zustand landet. Dann wird
durch Zufall wieder ein Pfeil ausgewahlt und man lan-
det bei einem neuen Zustand usw. Ein solches Zufalls-
experiment bezeichnet man als Markov-Kette. Auf &hn-
liche Art lassen sich auch kompliziertere Systeme, wie
endliche Automaten oder zellulire Automaten, mit Zu-
fall behaften.

Eine solche Markov-Kette wird als Gedéchtnislos be-
zeichnet, da die Wahrscheinlichkeiten fiir den Uber-
gang in einen anderen Zustand nur vom aktuellen Zu-
stand abhéngig sind.

Ein Beispiel fiir eine Markov-Kette ist die Bernoulli-
Kette. Der Zustandsraum ist hier Z = Nj. Die Zustinde
sk = k sind die Anzahl der Erfolge. Jeder Zustand k hat
zwel Pfeile, einen auf sich selbst, und den anderen auf
k+1. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang zu k+1
ist fiir alle Zustande gleich und soll mit p bezeichnet
werden. Die Wahrscheinlichkeit, im aktuellen Zustand
zu verbleiben, ist damit fiir alle Zustande p — 1.

Eine einfache Erweiterung wire nun z. B. die ganzen
Zahlen als Zustédnde und Hinzufiigung eines Abstieges
von k zu k — 1. Man erhélt die sogenannte Irrfahrt auf
den ganzen Zahlen.



6 Funktionentheorie

6.1 Holomorphie

Ein Kriterium fiir die komplexe Differenzierbarkeit
sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen. Sei x = Re(z) und y = Im(z). Die komplexe Funkti-
on f(z) lasst sich in den Realteil u und den Imaginirteil
v auftrennen. Es ist dann
£@) = flx+iy) = ulx,y) + iv(x. y). (6.1)

Somit lasst sich f als Vektorfeld auffassen, welches je-
dem Tupel (x, y) ein Tupel (u, v) zuordnet. Die Funkti-
on f ist holomorph, wenn sie als Vektorfeld total dif-
ferenzierbar ist und wenn u, v die Cauchy-Riemann-
schen Differen-tialgleichungen erfiillen. Die Differen-
tialgleichungen sind Dyu = Dyv und Dyu = —Dyv.

Sei nun x; = x und x; = y. Sei aulerdem u; = u
und u; = —v. Die Differentialgleichungen lassen sich
schreiben als

Dyu; + Douy, =0,
D1u2 - D2u1 =0.

Damit erhilt man die Bedingungen (V,u) = 0 und V A
u = 0. Bei u handelt es sich also um ein quellenfreies
und rotationsfreies Vektorfeld. Mit

Vu=(V,u)+VAu (6.2)

lassen sich die beiden Bedingungen zur Gleichung
Vu = 0 zusammenfassen.

6.2 Integralsatz von Cauchy

Man stelle sich eine komplexwertige Funktion f(¢) vor.
Wie berechnet man das bestimmte Integral einer sol-
chen Funktion? Nun ja, eine komplexwertige Funkti-
on lasst sich doch als vektorwertige Funktion interpre-
tieren. Die Funktion f(t) wird in Realteil und Imagi-
narteil aufgetrennt, sie wird also in der Form f(t) =
u(t)+iv(t) dargestellt. Da das Integral ein linearer Ope-
rator ist, lasst es sich vor die Bildung der Linearkombi-
nation ziehen. D. h. man rechnet

/t : f(t)dt = /t : u(t) + io(t) dt

ty ty
= / u(t)dt + i/ o(t)dt.
51 ty

Jetzt stellt sich natiirlich sofort die Frage, ob es auch
moglich ist, fiir eine komplexe Funktion ein bestimm-
tes Integral zu berechnen. Das ist etwas komplizierter,
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man muss ein sogenanntes komplexes Kurvenintegral
definieren. Dafiir bekommt man jedoch einfache ana-
loge Rechenregeln, ein sehr niitzliches Werkzeug und
hochst interessante Resultate. Die analogen Rechenre-
geln bekommt man deshalb, weil das Wegintegral un-
ter einfachen Voraussetzungen wegunabhingig ist.
Sei nun y ein Weg. Dieser soll jedoch nicht durch ei-
ne vektorwertige Funktion parametrisiert werden, son-
dern durch eine komplexwertige. Das Integral wird
analog zum Kurvenintegral zweiter Art definiert durch

/ f(2)dz = / P d. (63)
Y ty

Der Unterschied ist, dass die Multiplikation beim Kur-
venintegral zweiter Art ein Skalarprodukt ist, es sich
hier aber um die Multiplikation komplexer Zahlen han-
delt. Man kann auch immer t; = 0 und ¢, = 1 wih-
len. Der Weg ist dann so parametrisiert, dass y(0) der
Anfangspunkt ist und y(1) der Endpunkt. Das lédsst
sich natiirlich durch triviale Umparametrisierung im-
mer erreichen.
Man rechnet nun

dz = d(x + iy) = dx + idy. (6.4)

Aufierdem rechnet man

f(z)dz = (u + iv)(dx + idy)

= udx — vdy + i (udy + vdx)

= uydxy + updxy + 1 (uydxy — uadxy)
= ()’ +i (-t ).

Man wendet jetzt den gaufischen Integralsatz in der
Ebene riickwarts an und erhalt

/ f(z)dz
R(B)
= /Vb A (us, ug)" +i/Vb A (~uz, )

B B

Umformen und ausnutzen der Quellenfreiheit und Ro-
tationsfreiheit bringt

VP A (u, u2)” = (Dyuz — Dauy) dx; A dx = 0,
Vb AN (—uz,ul)b = (D1u1 + DzUz) dx; Adxy =0.

Damit erhilt man schlief}lich

jlgf(z)dz =0.

Dieses Resultat wird als Integralsatz von Cauchy be-
zeichnet. Es ist wichtig, dass die Funktion f auf einem

(6.5)
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einfach zusammenhingenden Gebiet definiert ist, und
dass die Kurve y innerhalb dieses Gebietes liegt. Wenn
das nicht der Fall ist, dann kann man den gaufischen In-
tegralsatz nicht verwenden. In der Tat lassen sich dann
auch Gegenbeispiele finden.

Man denke sich jetzt einen nicht geschlossenen Weg
y mit Anfangspunkt a und Endpunkt b. Auflerdem den-
ke man sich einen konstanten Weg f, der den Weg y
abschlief3t, d. h. die beiden Punkte verbindet. Den Weg
y kann man nun variieren. Nach dem Integralsatz wird
aber immer

/ﬁf(z)dz+/yf(z)dz:K+/Yf(z)dz:0

sein. Daher ist
/ f(z)dz = const. (6.6)
Y

Das Wegintegral hangt nur von Anfangspunkt a und
Endpunkt b ab, nicht jedoch von der Wahl des Weges.
Es ist wegunabhingig. Daher kann man auch schrei-

ben
b
dz := dz, 6.7
/af(z) . /yf(Z) : (6.7)

wobei man sich einen Weg von a nach b aussuchen
darf.

Die Wegunabhéngigkeit von komplexen Weginte-
gralen fiir holomorphe Funktionen scheint analog zur
Wegunabhingigkeit von Wegintegralen zweiter Art
fir Potentialfelder zu sein. Jedoch gibt es zwei wich-
tige Unterschiede. Zum einen sind komplexe Wegin-
tegrale vektorwertig, wenn man die komplexen Zah-
len als Vektoren interpretiert. Zum anderen benétigt
man als Voraussetzung zusitzlich zur Rotationsfreiheit
auch noch die Quellenfreiheit.

Es gibt also drei Arten von Wegintegralen. Eines mit
skalarer Multiplikation, eines mit Skalarprodukt und
eines mit komplexer Multiplikation.

Der Hauptsatz gilt auch im Komplexen, was duflerst
nitzlich ist. Sei F eine Stammfunktion von f, d.h. die
komplexe Ableitung von F muss f sein. Dann gilt

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (6.8)

Auflerdem ist eine Stammfunktion F gegeben durch

F(z) = / f(z) dz. (6.9)

6 Funktionentheorie
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