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1 Grundlagen

1.1 Formale Systeme
1.1.1 Formale Sprachen

Zum Ausdriicken von mathematischen Sachverhalten wird eine Sprache benétigt. Die Sprache
soll jeder Reprasentation einen bestimmten Sachverhalt zuordnen. Hierbei ist ein schrittweises
Vorgehen sinnvoll.

Zunichst wird eine Menge von Symbolen festgelegt, aus denen Symbolewdrter durch Anein-
anderreihung der Symbole aufgebaut werden diirfen. Die Menge der zuldssigen Symbole wird
als Alphabet ¥ bezeichnet. Die Menge aller moglichen Aneinanderreihungen aus Symbolewor-
tern aus dem Alphabet heif3t kleensche Hiille ¥*. Dabei ist auch das leere Wort ¢ zugelassen.

Beispiel. X := {0, 1}. Es ergibt sich

> ={¢,0,1,00,01, 10, 11,000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, 0000, . . .}. (1.1)

Jede Teilmenge L C ¥* heif3t formale Sprache.

1.2 Aussagenlogik
1.2.1 Syntax der Aussagenlogik

Zunichst wird eine Menge von Variablen definiert:
V= {Al,Az,A?,,. } (12)

Alternativ ist z. B. auch A, B, C anstelle von Ay, Ay, A3 moglich. Es sollen blofl abzdhlbar un-
endlich viele Variablen sein, damit fiir jede endliche Formel immer geniigend Variablen zur
Verfiigung stehen. Wie diese Variablen benannt sind, ist unwichtig.

Die Aussagenlogik besitzt das Alphabet

X:=VU{0,1,(),,A,V,—>, o} (1.3)

Nun definieren wir Produktionsregeln, da die Menge der wohlgeformten Formeln unendlich
grof} ist und daher nicht als endliche Liste aufgelistet werden kann. Die Produktionsregeln
sind:

= 0 und 1 sind Formeln.

m Jede Variable aus V ist eine Formel.

m Sind ¢ und ¢ Formeln, dann sind es auch (=), (¢ A ¢), (¢ V ¥), (0 — ¥), (¢ & V).
Auf die Klammerung kann verzichtet werden, die Produktionsregeln werden hierdurch aber
komplizierter. Eine fiir die Programmierung praktische Angabe ist die Backus-Naur-Form. Die
Produktionsregeln fiir die Aussagenlogik mit optionalen Klammern sind:

m 0, 1 und jede Variable aus V sind Atome.

= R =Atom | (¢).
= N=R|-R
s K=N|NAN.

D=K|KVK
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»I=D|D—-D.

mp=1|IeoL
Hier muss zwischen unterschiedlichen Formelvariablen unterschieden werden, welche als
Nonterminalsymbole bezeichnet werden. Die Nonterimalsymbole sind ¢, Atom, N, K, D, L
Symbole aus dem Alphabet ¥ werden Terminalsymbole genannt. Die Terminalsymbole kon-
nen auch nach belieben in einfache oder doppelte Anfithrungszeichen gesetzt werden, um sie
besser von den Nonterminalsymbolen zu unterscheiden.

Man wendet nun ausgehend vom Startsymbol ¢ solange die Produktionsregeln an, bis sich
eine Formel ergibt, die nur noch aus Terminalsymbolen besteht.

Die Produktionsregeln kénnen auch durch eine andere Art von Relation beschrieben wer-
den. Aber die Beschreibung mittels Backus-Naur-Form lésst sich am einfachsten als rekursiver
Abstieg umsetzen, da sie diesem entspricht.

Die Technik des rekursiven Abstiegs erméglicht es uns fiir eine grofle Klasse von formalen
Sprachen auf systematische und tibersichtliche Art eine syntaktische Analyse umzusetzen.
Die Aufgabe der syntaktischen Analyse ist zum einen die Uberpriifung, ob eine Formel wohl-
geformt ist und zum anderen die Uberfithrung einer Formel in einen abstrakten Syntaxbaum
(engl. AST fiir abstract syntax tree).

Eine Spitzfindigkeit ist nun noch, dass die Konjunktion A A B und die Disjunktion AV B das
Assoziativgesetz erfiillen. Die Produktionsregeln lassen sich so formulieren, dass ungeklam-
merte Operationen links- oder rechtsassoziativ sind. Die formale Sprache erfahrt hierdurch
keine Anderung, da fiir diese nur die Wohlgeformtheit der Symbolketten wichtig ist. Jedoch
gehoren zu den unterschiedlichen Formulierungen unterschiedliche abstrakte Syntaxbaume.
D.h., praktische formulierte Produktionsregeln konnen auch die Gestalt der abstrakten Syn-
taxbdume wiedergeben.

An den Produktionsregeln werden folgende Modifikationen vorgenommen:

« K=N|KAN.
« D=K|DVK

1.2.2 Interpretation der Aussagenlogik

Definition 1. Interpretation.

Sei ¢ eine aussagenlogische Formel. Mit V ist die Menge aller Variablen gemeint, mit V(¢)
die Menge der Variablen, die in der Formel ¢ vorkommen. Jede Abbildung

I:V—{0,1} bzw. I: V(p) — {0,1} (1.4)

heif3t Interpretation von ¢.
Die Interpretation lasst sich zu I: L — {0, 1} erweitern, wobei mit L die Menge der aus-
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sagenlogischen Formeln ist. Man definiert:
1(0) = 0, (1.5)
I1) =1, (1.6)
I(=¢) = (=1(¢)), (1.7)
(o AY) = (@) AI(Y)), (1.8)
(o V) =U(p) VIH)), (1.9)
I(p = ¢) = () = 1(¥)), (1.10)
I(p < ¥) = () = 1(¥)), (1.11)
wobei die rechten Seiten gemafl der Wertetabelle zu berechnen sind.
Wertetabelle
UND | ODER | impl. gdw. XOR | NAND | NOR
A|B|AAB| AVB|A—>B|A—B|A®B| ATB |A|B
010 0 0 1 1 0 1 1
01 0 1 1 0 1 1 0
110 0 1 0 0 1 1 0
1|1 1 1 1 1 0 0 0
Definition 2. Modellrelation.
Modellrelation:
Ik : = (p)=1). (1.12)
Man sagt, I modelliert ¢ oder I ist ein Modell von ¢.

1.3 Pradikatenlogik

Sei M eine endliche Menge und (xx);_, eine bijektive Abzdhlung von M, die jedem k ein Ele-
ment von M zuordnet. Man definiert nun

VxeM [P(x)] :e= A P(xp) (= X1 AXa A ... A Xn (1.13)
k=1
und
JxeM [P(x)] 1= v P(xg) : = x1 VX V ... V Xp. (1.14)
k=1

Hierbei ist zu beachten, dass es nicht auf die Reihenfolge der Abzahlung ankommt, da fiir UND
und ODER das Kommutativgesetz gilt.

Formale Beweise lassen sich induktiv fithren. Hierfiir ist es notwendig, die rechten Seiten
wie beim Summenzeichen rekursiv zu formalisieren:

1 n n—1
A P(xz) : &= P(xy), /\ P(xp) :&= P(xn) A A P(xp). (1.15)
k=1 k=1 k=1
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Nun lasst sich die Regel CV (AA B) <= (CV A) A (C V B) auf den Allquantor tibertragen.
Der Induktionsanfang ist

1
P(xp) & CVP(x) & A(c V P(x1)). (1.16)
1 k=1

Cv

1
k=

Der Induktionsschritt ist

n n—1
C vA P(x;) & CV (P(x,,) A A P(xk)) (1.17)
k=1 k=1
n—1
e (CVP(xy) A (c v A P(xk)) (1.18)
k=1
n-1 n
= (CVPE) A \CVPE) = N\(CVPxp)). (1.19)
k=1 k=1

1.4 Mengenlehre

Definition 3. Aufzahlende Angabe.
Aufzihlende Angabe:

a€{x;....,xp} &= a=xV...Va=x, (1.20)

Ein Pradikat P(x) ist dasselbe wie eine Aussageform, das ist eine Funktion, die jedem x aus
einer beliebigen Definitionsmenge einen Wert aus der Zielmenge {0, 1} zuordnet.

Definition 4. Beschreibende Angabe.

Beschreibende Angabe:
a € {x|P(x)} := P(a) (unbeschriankter Mengenbau), (1.21)
{xe M| P(x)} ={x|xeMAP(x)} (beschrankter Mengenbau), (1.22)
{fG) 1 PG} :=A{y | y = f(x) A P(x)}. (1.23)

Definition 5. Gleichheit, Teilmengenrelation.
Gleichheit und Teilmengenrelation von Mengen:

A=B &= Vx[x€ A & x € B], (1.24)
ACB (&= Vx[xe€e A = x€B]. (1.25)

Definition 6. Vereinigung, Schnitt, Differenz, symmetrische Differenz.




1.5 Funktionen

Grundlegende Operationen:

AUB:={x|x€eAVx € B}, (Vereinigung)
ANB:={x|xe€eAAx e B}, (Schnitt)
A\B:={x|x€AAx¢B}, (Differenz)
AAB:={x|x € A®x € B}. (symmetrische Differenz)

1.5 Funktionen

Definition 7. Bildmenge.
Bildmenge von M C Aunter f: A — B:

fM):={f(x) | x € M} :={y | Ix(x e M Ay = f(x))}.

Die maximale Bildmenge f(A) wird einfach Bildmenge von f genannt.

Die Regel f(M U N) = f(M) U f(N) ist allgemeingiiltig, denn:

ye€ f(MUN) & Ix[x e MUN Ay = f(x)]
— Wx[(xeMVxeN)Ay=f(x)]

& W[xeMAy=f(x)VxeNAy=f(x)]
& Ix[xeMAy=f(x)]VIx[x e NAy = f(x)]
— ye fMVye fN) < ye f(MU FN).

Ein wesentlicher Schritt ist dabei die Nutzung der tautologischen Formel:

Ax(P(x) V Q(x)) & Ix(P(x)) v Ix(Q(x)).

Fur die Schnittmenge gilt aber nur noch f(M N N) € f(M) N f(N). Es gilt:

ye f(MNN) & Ix[xe MNN Ay = f(x)]
— x[xeMAxeNAy=f(x)]

— W[xeMAy=f(x)AxeNAy=f(x)]
= Ix[xeMAy=f(x)]AIx[x e NAy = f(x)]
e ye fM Ay e fN) & ye f(M)N fN).

(1.30)

1.31
1.32
1.33
1.34
1.35

o~ o~ o~ o~ o~
~— ~— ~— ~— ~—

(1.36)

(1.37)
(1.38)
(1.39)
(1.40)
(1.41)

Hierbei wurde A & A A A sowie das Kommutativ- und das Assoziativgesetz zunutze gemacht.

Die Aquivalenzkette ist durch eine Implikation unterbrochen, weil nur gilt:

Ax(P(x) A Q(x)) = Fx(P(x)) A Tx(q(x)).

Fiir die Umkehrung lassen sich leicht Gegenbeispiele finden.
Es gilt sogar die allgemeine Regel

FAmy = rom.

iel i€l

(1.42)

(1.43)
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Man rechnet nach:
ye f(U M;) & x|x € UM,- Ay = fx)] (1.44)
iel iel
— x[Ji(ieIAxeM)Ay=f(x)] (
— IxJi(iceIAxeM; Ay = f(x)) (
— Jdidx(ieIAxeM; Ay=f(x)) (1.47)
— dilieIAIx(x e M; Ay = f(x))] (
— dilielrye f(M))] yeUf(Mi). (
iel
Analog zum Schnitt von zwei Mengen gilt nur:
O\ M) < () ). (1.50)
i€l iel
Fiir die Umkehrung lassen sich dieselben Gegenbeispiele benutzen.

Definition 8. Surjektion.
Eine Funktion f: A — B heif3t surjektiv, wenn f(A) = B ist.

Definition 9. Injektion.
Eine Funktion f: A — B heift injektiv, wenn

Vxi,x2 € A[f(x1) = f(x2) = x1 = x2] (1.51)

gilt.

Definition 10. Verkettung.
Fiir zwei Funktionen f: A — Bund g: B — C wird die Funktion

(gof):A—=C, (g0 f)x):=g(f(x) (1.52)

als Verkettung oder Komposition von g und f bezeichnet. Man spricht g nach f.

Zu beachten ist, dass die Zielmenge von f mit der Definitionsmenge von g tibereinstim-
men muss. Fiir die Situation f: A — Bund g: D — C mit B € D kann g natiirlich auf B
eingeschrankt werden. Die korrekte Notation lautet somit g o f.

Die Verkettung von zwei Surjektionen ist wieder surjektiv und die Verkettung von zwei
Injektionen ist wieder injektiv. Somit ist die Verkettung von zwei Bijektionen wieder bijektiv.

Die Surjektivitit konnen wir fiir f: A — Bund g: B — C einfach nachrechnen:

(go )A) ={g(f(x) | x € A} = {g(y) | y = f(x) Ax € A} (1.53)
={9@W) ly e {f(x) | x € A}} ={9(y) | y € f(A)} (1.54)
={9(y) |y € B} = g(B) = C. (1.55)

Die Injektivitit lasst sich auch einfach nachrechnen:
(go fx1) = (g0 flxz) & g(f(x1)) = g(f(x2)) (1.56)

= flx1) = f(x2) = x1 = x2. (1.57)



2 Lineare Algebra

2.1 Vektorraume

Untervektorraum-Kriterium. Ist V ein Vektorraum tiber dem Kérper K und U C V, so ist
U auch ein Vektorraum, falls

v,welU = v+weU und velU = AveU (2.1)

fir A € K gilt. Die beiden Bedingungen sind die Bausteine von Linearkombinationen. Das
Kriterium sagt also aus, dass U abgeschlossen beziiglich jeder Linearkombination sein muss.
Das heifit, dass sich das Ergebnis jeder Linearkombination wieder in U befinden muss.

Wenn K ein Korper und M eine nichtleere Menge ist, so ist KM ein Vektorraum beziiglich
punktweiser Addition als Vektoraddition und punktweiser Multiplikation mit einer Konstan-
ten als Skalarmultiplikation. Ein Spezialfall davon ist also R¥. Es ist nun so, dass C!(R — R)
ein Untervektorraum von C(R — R) und dieser ein Untervektorraum von RF ist.

Betrachte dazu das Untervektorraum-Kriterium. Wenn zwei Funktionen stetig sind, so ist
auch deren Summe und Produkt stetig. Die Skalare konnen als konstante Funktionen betrach-
tet werden. Wenn zwei Funktionen stetig differenzierbar sind, so auch deren Summe und Pro-
dukt. Wenn eine Funktion stetig differenzierbar ist, so ist sie erst recht stetig.

Bemerkung: Die Menge M darf nicht leer sein, weil K™ mindestens die Nullabbildung ent-
halten muss, welche als Nullvektor verwendet wird. Wire M leer, so wire |[KM| = |K|° = 0,
wobei |K| # 0 vorausgesetzt werden kann, weil ein Korper nicht leer sein darf. Nun wiirde
KM keinen einzigen Vektor enthalten, was nicht sein darf, weil jeder Vektorraum mindestens
den Nullvektor enthalten muss.

2.2 Lineare Abhangigkeit

Definition 11. Lineare Abhangigkeit.
Eine Menge {vi};_, von Vektoren vy € V heiflt linear unabhdngig, wenn ¥/ , Ayvr = 0
nur gilt, falls alle Ax = 0 sind. Andernfalls heiffen die Vektoren linear abhdingig.

Die Definition ist 4quivalent dazu, dass sich keiner der Vektoren als Linearkombination der
anderen darstellen lésst.
Sei nun zunéchst n = 2. Sind vy, v, linear abhangig, so gilt

/111)1 + /1202 =0 (22)
und nach Umformung gilt v; = Av; mit A = -1, /4.
Da die Vektoren dem gleichen Vektorraum entstammen, kann ihr dufleres Produkt gebildet
werden. Es gilt nun
V1 AUy =01 A (/17)1) = /101 ANvp = 0. (23)

Tatséchlich ist die Menge {vx};_, genau dann linear abhingig, wenn

VIAUA...AU, =0 (2.49)
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gilt. Es gentigt, dies am Beispiel n = 3 zu verifizieren. Sei also ohne Beschriankung der Allge-
meinheit v; = A;v; + A0, Nun ist:

V1 AU A3 =01 AU A (Alvl + szz) = /1101 Ny ANy + /1201 A WA ) (25)
= —A1(v1 Av1) Avg + A1 A (0 Avg) = 0. (2.6)
——— ———
=0 =0

Das Prinzip ist klar: Jeder Vektor der Linearkombination steckt im Faktor A = v; A v,. Weil
sowohl AAv; = 0 als auch AA v, = 0 gilt, verschwindet auch die gesamte Linearkombination.
Die Umkehrung zu zeigen, ist etwas schwieriger.

2.3 Lineare Abbildungen

Definition 12. Lineare Abbildung.

Sind V und W Vektorrdume tiber demselben Kérper K, so heifit eine Abbildung f: V — W
linear, wenn sie additiv und homogen ist. Additiv bedeutet, dass fur alle v, w € V gilt:

flo+w) = f(o)+ f(w) (2.7)

und homogen bedeutet, dass fiir alle A € K und v € V gilt:

f(Av) = Af(v). (2.8)

Beispiel. f(x) := 2x, f: R — R. Bei R handelt es sich natiirlich um einen Vektorraum,
denn R" ist ja ein Vektorraum und R! = R.
Beispiel. D: C'(R — R) —» C(R — R) mit

D(f) =xm d];ix)' (2.9)

Beispiel. I: C([a,b] — R) — C!([a,b] — R) mit

I(f):=xn—>/ f(x)dx, (2.10)

wobei a fest aber beliebig ist.
Die Menge der linearen Abbildungen:

Homg(V,W) :={f| f: V. — W, f ist linear}. (2.11)

Bei Homg (V, W) handelt es sich selbst wieder um einen Vektorraum iiber dem Kérper K. Man
definiert dafiir

(f+9)(v) := f(v) + g(v), (Af)©) = Af (V). (2.12)
Die Beweisskizze hierfiir:

(f+9)+w) = f(o+w)+gv+w)= f(v) + f(w) +g(v) + g(w)
= f(v) + g(v) + f(w) + g(w) = (f + g)(©) + (f + g)(w).

Die restlichen Axiome konnen als kleine Ubung vom Leser tiberpriift werden.
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Bemerkung: Wegen f(v) € W muss A bei Af(v) aus dem Korper von W sein. Somit sind alle
betrachteten Vektorraume iiber dem Koérper K.

Frage. Ist eine additive Abbildung auch homogen?

Man bemerkt zunéchst

f@2v) = f(v+0) = f(v) + f(v) = 2f(v). (2.13)

Allgemein ergibt sich bei dieser Betrachtung f(nv) = nf(v) fir jede natiirliche Zahl n > 1.
Dies soll zur Ubung noch mal formal verifiziert werden. Man definiert dazu fiir eine gegebene
Folge von Vektoren (v )} _, das Summenzeichen rekursiv:

DB Y= Dt on 219

Der Induktionsanfang ist einfach

f(z;l Uk) = f(vk). (2.15)

Der Induktionsschritt ist

£y ) = £( 2y w0) + o0

n—1 n (2.16)
= > f@+ fa) =D f@r),
Setzt man nun vy = v fiir alle k, so ergibt sich
flno) = f( > v) =Y f@) = nf (). (2.17)
k=1 k=1
Weiterhin gilt
f(0v) = £(0) = f(0+0) = £(0) + £(0). (2.18)
Aus £(0) = £(0) + £(0) folgt £(0) = 0 = 0f(0).
Beachte nun
0=f(-v+v)=f(-v) + f(v). (2.19)
N —

=0

Daraus folgt f(—v) = —f(v). Nach den bisherigen Ausfithrungen ergibt sich f(nv) = nf(v)
fir alle n € Z.

Die Fragestellung lasst sich auch fiir rationale Zahlen bejahen. Die grundlegende Feststel-
lung dazu ist

f) = fGv+30) = fG) + f(Go) = 2f(50). (2.20)

Division durch zwei bringt % fv)=f (%v) Allgemein gilt wieder % f(w) =f (%v) firn e N
mit n > 1. Ist g nun eine rationale Zahl, so gibt es die Darstellung ¢ = * mit m € Z und
n € N,n > 1. Es gilt nun

flqv)=f(m- 5 -v)=m-f(;-v)=m- - f(v) = qf(v). (2.21)
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Was ist nun mit reellen Zahlen? Sei dazu s, := };_ gk eine Reihe von rationalen Zahlen g,

welche gegen eine reelle Zahl r konvergiert. Am besten qx = 1%—’; mit o € Z und qgyz €

{0...9}.

Nun gilt
f@rv) = f(( lim , qk)v) ;f( lim ( ; qk)v) = f( lim Zn:qu)
H=; S )
Qggdz%ﬁ=ggz%ﬂw:gd qQN» (2.22)
k=0 k=0

k=0
n

ng qQﬂw=nﬂw.
k=0

Il

Um die Fragezeichen zu klidren, nimmt man nun an, dass V und W mit einer Norm ausgestattet
und somit metrische Rdume sind. Der folgende elementare Satz ist jetzt aufschlussgebend.

Satz. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rdumen (X, dy) und (Y, d,) ist genau
dann stetig, wenn fiir jede konvergente Folge (x,) mit x, € X die Eigenschaft

f( Jim x,) = lim f(xa) (223)
gilt.

2.4 Darstellungsmatrizen

Wird in V die Basis B ausgewahlt und in W die Basis B’, so ist dadurch der eindeutige Isomor-
phismus

MB,: Homg(V, W) — gdimWxdimV (2.24)

bestimmt. Man nennt M3,(f) die Darstellungsmatrix von f. Bei Mp, handelt es sich als Iso-
morphismus zwischen Vektorraumen um eine bijektive lineare Abbildung.

Das Problem mit dem Isomorphismus ME, ist, dass dieser nicht kanonisch ist, weil er von
den Basen B und B’ abhingt, die willkiirlich gewahlt werden kénnen. Nun gibt es aber den
Koordinatenraum K", welcher die Standardbasis als kanonische Basis besitzt.

Die Tatsache, dass die Verkettung zweier linearer Abbildungen selbst wieder linear ist, kann
dazu verwendet werden, eine lineare Abbildung in eine Verkettung zu zerlegen. Das veranlasst
uns dazu, bei der Bildung der Darstellungsmatrix einen Zwischenschritt einzufiigen. Somit ist

Fy dmV pdimwy @ dim Wxdi
Homg (V, W) ———— Homg(K4™V gdmWy T, gdimWxdimV, (2.25)
sodass Mg, =¢@oF g, gilt. Bei ¢ handelt es sich nun um einen kanonischen Isomorphismus, so-

dass eine lineare Abbildung zwischen Koordinatenrdumen mit ihrer Darstellungsmatrix iden-
tifiziert werden kann. Man kann also bedenkenlos

Hompg (K™, K™) = K™" (2.26)

setzen.
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Kleine Bauchschmerzen bereitet (2.26) aber doch, denn es kénnen ja trotzdem andere Basen
als die Standardbasen gewahlt werden. Es geniigt hierfiir aber, (2.25) zu spezialisieren. Man
erhalt

F8
Homg (K", K™) —2 Homg (K", K™) — 05 K™m¥". (2.27)

Bei F}, handelt es sich jetzt um einen Automorphismus. Bei einem Automorphismus muss
es sich aber zwangsweise um einen Basiswechsel handeln. Hierbei werden B und B’ zu einer
gemeinsamen Basis (B, B’) zusammengefasst. Von dieser gemeinsamen Basis wird nun in die
gemeinsame Standardbasis (E, E’) gewechselt.

Zuweilen findet man oft Angaben wie

-

vor. Solche Angaben sind eigentlich recht sinnfrei, weil f wegen (2.26) auch gleich als Matrix
beschrieben werden kann:

W e B s ) o

Die Tupelschreibweise und die Koordinaten (x, y) suggerieren, dass wir es hier mit dem Koor-
dinatenraum und seiner Standardbasis zu tun haben. Man wollte eine lineare Abbildung direkt,
aber ohne Festlegung auf Basen beschreiben. Das ist jedoch gar nicht méglich, weil die direkte
Beschreibung immer die rechte Seite von (2.26) bedingt.

Die Festlegung auf andere Basen bedeutet nun, dass die Darstellungsmatrix transformiert
werden muss. Viele Aufgaben der linearen Algebra mit konkreten linearen Abbildungen kén-
nen somit vollstdndig durch Matrizenrechnung gel6st werden.

2x + 4y

i (2.28)

2x + 4y
4x

2.5 Gruppen

Betrachte die Menge der Selbstabbildungen XX := {f | f: X — X}. Die Menge der bijektiven
Selbstabbildungen wird symmetrische Gruppe S(X) genannt und bildet beziiglich der Verket-
tung von Abbildungen die Gruppe (S(X), o).

(Axiom E) Abgeschlossenheit gilt, weil die Verkettung zweier bijektiver Abbildungen auch
wieder bijektiv ist und S(X) alle bijektiven Selbstabbildungen umfassen soll.

(Axiom A) Das Assoziativgesetz (h o g) o f = ho (g o f) gilt fir alle Abbildungen.

(Axiom N) Auf jeder Menge X gibt es die identische Abbildung idx, so dass f oidx = f
und idy of = f.

(Axiom 1) Da die Abbildungen als bijektiv vorausgesetzt sind, gibt es zu jeder Abbildung f
ein g, so dass f og =idx und go f = idx.

Betrachte nun K™*", den Matrizenraum der quadratischen Matrizen mit Eintrdgen aus dem
Korper K. Man definiert nun die Menge der reguldren quadratischen Matrizen:

GL(n,K) := {A | A € K™ A det(A) # 0}. (2.30)

Bei GL(n, K) handelt es sich auch um eine Gruppe. Das neutrale Element ist die Einheitsmatrix
E,, die durch

1 0
E:: E::
[0 s

S O =
S = O

0
0, wusw. (2.31)
1
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definiert ist.
Nun lasst sich aber ein Vektorraum der Dimension n tiber dem Koérper K betrachten. Nach
Wabhl einer Basis B gibt es nun

ME: Homg(V,V) — KdmVxdmV, (2.32)

Eine linearen Selbstabbildung wird als Endomorphismus bezeichnet. Eine bijektive lineare Selbst-
abbildung wird Automorphismus genannt.

Wenn Mg auch ein Gruppenisomorphismus beziiglich der multiplikativen Struktur ist, so
ergibt sich

ME: Autg(V) — GL(dim V, K). (2.33)

Dann ist Autg (V) aber eine Gruppe, und zwar eine Untergruppe von S(V). Man spricht bei
Autg (V) von der Automorphismengruppe. Zur Ubersicht ergibt sich folgendes Diagramm:

Autg (V) C Homg(V,V)
Ms J M (2.34)
GL(dlm v, K) C Kdim Vxdim V'

2.6 Quadratische Matrizen

Die Multiplikation von Matrizen kann nach dem falkschen Schema ausgefithrt werden:

b1 by
ba1 by
ai; ap | X 2
a azg | X 2

Auch die Multiplikation von mehr als zwei Matrizen kann nach diesem Schema notiert werden.
Das Produkt Z = ABCD wird in die Multiplikationen X = AB, Y = XC und Z = YD aufge-
trennt, womit sich eine horizontales Schema ergibt. Alternativ setzt man X = CD, Y = BX
und Z = AY, womit sich eine vertikales Schema ergibt.

Das sind:
D
|B|C|D Cc[x
Ax(viz BT
A Z
Problem. Zu einer gegebenen reguliren Matrix A soll die Matrix B gefunden werden, sodass
AB = E2 gllt

Es gibt drei Ansétze zur Losung,.
Der erste Ansatz ist die Trennung der Matrizengleichung in vier Gleichungen, wodurch
sich zwei LGS ergeben. Zunichst lautet die Matrizengleichung:

[011 6112] [bu b12] _ [al1b11 +aizba1 anbiy +61121722] _ [1 0] (2.35)
ay  ax| [ba b azbin + agby  azibig + axnby 0 1|’ ’
Hierdurch ergeben sich die beiden LGS:
airbi +apby = 1 airbiz + azbyy = 0‘ (2.36)
agnbi +apby = 0f anbiz +apby = 17 '
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Der zweite Ansatz ist die Verwendung des Gauf}-Jordan-Verfahrens um [E;|B] aus [A|E;]
zu gewinnen.
Der dritte Ansatz ist die Anwendung der Lésungsformel

I S [ 422 _‘“2] . (2.37)

apx; a4
dz1 a4z

di1dzp — ajppdyy |[—d21 4l

Bei Matrizen vom Typ 3 X 3 oder 4 X 4 ist nur noch das Gauf3-Jordan-Verfahren sinnvoll. Ab
5 % 5 oder bei C™" anstelle von R™" wird man Matlab/Octave verwenden.

3 Algebra

3.1 Gruppen

Man betrachte die Menge M = {A, B,C}, wobei AABC ein gleichseitiges Dreieck sein soll.
Aufierdem definiert man

SM):={f|f: M — M, f istbijektiv}. (3.1)

In Abschnitt 2.5 wurde schon festgestellt, dass (S(M), o) eine Gruppe ist. Aulerdem muss S(M)
eine Anzahl von 3! = 6 Elementen besitzen, wie aus der elementaren Kombinatorik bekannt
ist. Nun definieren wir

di:=(A—> B C A), dy=(A— Cr— B A). (3.2)
Wir finden nun folgende Gesetzméfligkeiten heraus:
d?=dyod =d,, d’ =dyod =id, di' = d,, d,! =d,. (3.3)

Weiteres Herumspielen fithrt uns aber nicht zu den drei anderen Elementen in S(M), egal wie
sehr wir uns bemiithen. Trotzdem haben wir zu jedem Element ein inverses, wobei man beach-
tet, dass id zu sich selbst invers ist. Auch id ist enthalten, und die restlichen Gruppenaxiome
gelten auch. Somit handelt es sich bei

H = {ld, dl, dz} (34)

um eine Untergruppe von S(X).

Definition 13. Untergruppe.

Ist (G, %) eine Gruppe und H C G, so heifit H Untergruppe von G, wenn (H, *) auch wieder
eine Gruppe bildet. Man schreibt dann H < G.

Drei Elemente haben wir aus dem Teich S(M) gefischt, drei stecken noch im Schlamm. Aber
der Teich ist nicht besonders tief, mehr eine Pfiitze als ein Teich. Was aus dem Wasser gezogen
wird, mochten wir aber sogleich beschauen.

Korollar aus den Gruppenaxiomen. Jede Gruppe besitzt genau ein neutrales Element. Zu
jedem Element gibt es genau ein inverses.

Niahere Uberlegung fithrt zu der Erkenntnis, dass es ausgeschlossen ist dass zwei unter-
schiedliche Elemente dasselbe inverse besitzen. Wenn b namlich zu a; und zu a, invers ist, so
sind a; und a, auch invers zu b. Weil das inverse Element zu b aber eindeutig bestimmt sein
muss, gilt zwingend a; = a;.
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Jedes Element besitzt also seinen inversen Partner, wobei ein Element aber auch zu sich
selbst invers sein darf.

Die restlichen Elemente von S(M) miissen sich zu solchen Partnerschaften gruppieren las-
sen. Dann miissen zwei Elemente ein Paar bilden und eines ist zu sich selbst invers? Falsch.
Alle drei sind zu sich selbst invers. Das sind

s1:= (A)(BC) = (A A)B+— C — B), (3.5)
s3 := (B)(AC) = (B B)(A+ C > A), (3.6)
s3 := (C)(AB) = (C = C)(A— B A). (3.7)

Alle Operation lassen sich bei AABC deuten. Es handelt sich um Kongruenzabbildungen, wel-
che das Dreieck auf sich selbst abbilden, so dass man keinen Unterschied bemerkt, aufler dass
zwei oder alle drei Ecken vertauscht sind. Das Element d; ist eine Drehung um 120° und d; ist
eine Drehung um 240° = —120°. Das Element id ist eine Drehung um 0° = 360°. Bei sy, 52, 53
handelt es sich um Spiegelungen mit den Winkelhalbierenden als Spiegelaxen.

Man konnte nun auf die Idee kommen, dass auch bei einem Quadrat die Symmetrien genau
die Elemente der symmetrischen Gruppe sind. Die Gruppe hat aber 4! = 24 Elemente, eine
solche Anzahl von Symmetrien scheint fragwiirdig. Ein Gegenbeispiel ist sofort ersichtlich:

£ := (A)B)(CD) = (A A)B — B)(C — D Q). (3.8)

Da miisste das Quadrat auseinandergeschnitten, eines der Stiicke umgedreht, und dann beide
Stiicke wieder zusammengeklebt werden.

Tatsachlich bilden die Symmetrien des Quadrates aber eine Gruppe, die aus diesem Grund
als Symmetriegruppe bezeichnet wird. Die Ubereinstimmung der Symmetriegruppe des Drei-
ecks mit der symmetrischen Gruppe der Ecken stellt sich als Koinzidenz heraus.

3.1.1 Konjugation

Sei G eine Gruppe und g, h € G. Unter der Konjugation von g mit h wird die Operation hgh™!
verstanden. Beim Verketten von Abbildungen ist die Reihenfolge umgekehrt, das ist ™! o go h.
Konjugation ist bei nichtabelschen Gruppen von besonderer Bedeutung. Fiir abelsche Gruppen
ist die Konjugation trivial, da sich h und h™! kiirzen lassen.

Als Beispielaufgabe betrachten wir die Gruppe aller Drehmatrizen im Raum, die SO(3).
Wihrend die SO(2) abelsch ist, ist das bei der SO(3) nicht mehr der Fall. Man betrachte nun
den R3, wobei die x-Achse nach rechts zeigt, die y-Achse in den Raum hinein und die z-Achse
nach oben. Die Drehmatrizen um die Koordinatenachsen sind klar:

cosp —sing 0 cosp 0 -—sing 1 0 0
Ry =|[sing cosgp O|,Re;=]| 0 1 0 ,Ryz =10 cosp —sing|. (3.9)
0 0 1 sing 0 cosg 0 sing cosg

Hierbei ist R,y (¢) die Rotation um die z-Achse, R, (¢) die Rotation um die y-Achse und R, (¢)
die Rotation um die x-Achse.

Die Aufgabe besteht nun darin, um die Winkelhalbierende x = y zu drehen. Man méochte
also in der Ebene {(x,y,z) | x = —y} drehen. Dazu wird der Punkt auf der Achse x = —y
zunichst zur x-Achse gedreht. Nun lésst sich die Matrix R, (6) anwenden. Anschlieflend wird
die Drehung um die z-Achse riickgéangig gemacht. Es ergibt sich

R = Ryy(45°) 7" Ryz(0) Ryy(45°). (3.10)
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Bei Rotationsmatrizen gilt immer R™!(¢) = R(—¢). Wenn man nicht Punkte tranformieren
mochte, sondern das Koordinatensystem!, dann miissen die Winkel durch ihre Negationen
substituiert werden.

Das falksche Schema zur Multiplikation Ryy(—¢) Rx2(0) Ryy(¢) ist:

cos ¢ —sin ¢ 0
sin ¢ cos ¢ 0
0 0 1
[cos® 0 —sind] [cos 6 cos ¢ —cos O sing —sin 0|
0 1 0 sin ¢ cos ¢ 0
[sinf 0 cos@ | | sin 0 cos @ —sinfsin ¢ cos 0 |
[ cosg  sing 0 cos@cos’p+sing (1 —cosfh)cospsing —sinfcosg
—sing cosg 0 (1-cosf)cospsing cosfsin®¢p+cos’p  sinfsing
0 0 1] sin 0 cos ¢ —sinfsin g cos 0

3.2 Zyklische Gruppen

Die Gruppe (3.4) ist von besonderer Gestalt. Sie lasst sich von nur einem einzigen Element
erzeugen.

Definition 14. Zyklische Gruppe.
Eine Gruppe heiflt zyklisch, wenn sie die Form

(9)=1{9" IneZ} (3.11)

besitzt. Man nennt g den Erzeuger und die Gruppe (g) das Erzeugnis von g.
Es ergibt sich nun:

n|-5|-4|-3]-2][-1]0o]|1]2][3]4]5

: : 3.12
I d [ dy | W | | d || d | dyd ]| d ]| d (3.12)

Die Elemente wiederholen sich immer. Es gibt einen Zyklus der Lange drei. Es ist
<d1> = {lda dl’ dZ}a <d2> = {ld’ dl’ d2} (313)

Die Regel (g7') = (g) gilt natiirlich immer. Fiir viele Gruppenelemente ist aber (g?) # (g). Als
Beispiel lasst sich die Spiegelung s;, die an der Stelle (3.5) definiert wurde, heranziehen. Es gilt
s? = id und daher:

(s1) = (id) = {id} # (s1) = {id, 51} (3.14)

3.3 Ringe
3.3.1 Elementare Eigenschaften.

Ein Ring ist eine Struktur (R, +, ).
Axiome: EANIK, EA, D.
Definition. a — b := a + (-b).

IBzw. den Viewport, das ist die Aussicht auf das Koordinatensystem.
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Es gilt
ax0=0. (3.15)
Beweis.
ax0=ax(0+0)=ax0+a=*0 (Axiome N, D) (3.16)
— a*x0—ax0=ax0+ax0—ax0.0 (Axiome A, T) (3.17)
— —— ——— ———
=0 =0
Es gilt
ax(=b)=—(axb), (—a)xb=—(axb). (3.18)
Beweis.
0=ax0=ax({b+(-b)=a+b+ax*(-b) (3.19)
& —(axb)=ax(=b). O (3.20)
Die Rechnung fiir die zweite Gleichung ist analog.
Es gilt
(—a)x (=b) =a=x*b. (3.21)
Beweis.

(3.18)

(-a)* (=b) =" —(ax(=D))

(3.18)

—(—(axb))=a=b. (3.22)

3.3.2 Ringhomomorphismen

Definition 15. Ringhomomorphismus.
Seien (R, +, *) und (R’, +’, *") zwei Ringe. Eine Abbildung ¢: R — R’ heifit Ringhomomor-
phismus, wenn gilt:

p(a+Db) = ¢(a) + (b), @(a = b) = ¢(a) * ¢(b), o(1) = 1. (3.23)

3.3.3 Beispiele

Fir jeden Ring R ist R™*" beziiglich Addition (a;;) + (bij) := (a;; + b;j) und Multiplikation
(aij)(bij) = (X aikbk;) von Matrizen wieder ein Ring.

Im Wesentlichen miissen das Assoziativgesetz und die beiden Distributivgesetze tiberpriift
werden. Es ergibt sich

O awbi)e) = 3. > awbieesy = ) > = (@) bieeey) (3.24)
k t k kK ¢ 4

und

(aij)(xij+yij) = Z ik(xkj+ykj) = Z ik Xkt Z AikYkj = (al])(xlj)+(al])(ylj) (3.25)

(xlj+yl])(al]) = Z(xk]+yk])azk = Zxk] ikt Z Ykjdik = (xlj)(alj)+(ylj)(alj) (3-26)
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4 Analysis

4.1 Grenzwert einer Funktion
Definition 16. Grenzwert einer Funktion.
Sei D C R und a ein Berithrpunkt von D. Sei f: D — R. Es sei lim,_,, f(x) = L genau dann,
wenn fiir jede Folge (x,), x, € D mit x, — a die Bilderfolge f(x,) gegen L geht. Wie bei
Folgen wird L als Grenzwert bezeichnet.

Diese Definition wirkt zunichst auflerordentlich unhandlich, da zunachst nicht klar ist, wie
man etwas fiir alle beliebigen Folgen tiberpriifen soll. Dies ist fiir einfache Beispiele aber nicht
sonderlich schwer, da man einfach eine Variable verwenden kann, welche fiir alle méglichen
Folgen steht.

Ein einfiihrendes Beispiel. Betrachtet wird die Funktion f(x) := x* mit f: R — R. Wir
wiirden gerne L = lim,_,; f(x) berechnen. Nun sei (x,) eine beliebige Folge mit x,, — 2. Es
gilt nun

lim f(xn) = lim x2 = lim (xn - %n) = ( lim xn) : ( lim x,,) —2.2-4 (4.1)
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo
Da die Folge (x,) konvergent ist, konnten wir den Grenzwertsatz fiir Summen anwenden.
Somit muss L = 4 sein.

Solche Rechnungen miissen fiir einfache Beispiele nicht weiter durchgefiihrt werden, denn
die Zusammenhénge sind hier so direkt, dass sich die Grenzwertsatze fiir Folgen gleich auf
Grenzwerte fiir Funktionen tibertragen lassen.

Angenommen es gilt lim,_,, f(x) = Aundlim,_,, g(x) = B.Seix, — a. Dann konvergieren
f(xp) = Aund g(x,) — B. Somit ist

Tim (f(xn) - 90en)) = ( lim fxy)) - ( lim g(x,)) = AB. (4.2)
Es ergibt sich
lim (£(x) - g(x)) = AB. (4.3)

Die anderen Grenzwertsitze lassen sich auf die gleiche Art verifizieren.
Jetzt konnen wir einfach

mx2=)}il>rz(x-x)=(}il)rzx)-(limx)=az (4.4)

li
X xX—a

—a
rechnen, ohne den Umweg tiber eine Folge gehen zu miissen.

Diese Zusammenhiange ermoglichen es, Grenzwerte fiir eine grofe Klasse von Funktionen
sofort in die Hand geschenkt zu bekommen.

4.2 Stetige Funktionen

Definition 17. Stetige Funktion.

Eine Funktion f: D — R heif3t stetig an der Stelle a € D, wenn lim,_,, f(x) = f(a) gilt.
Man nennt f stetig in D, wenn f an jeder Stelle von D stetig ist.
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Beispiel. Die Funktion f(x) := x* mit f: R — R ist stetig. Denn es gilt

lim f(x) = lim x° = (ilirz x)2 =a* = f(a) (4.5)

xXx—a xXx—a

fur jedes a € R.
Ist f: D — R eine stetige Funktion, so folgt sofort

lim f(x,) = f(lim x,) (4.6)
fir jede konvergente Folge (x,), x, € D mit x, — a € D.

4.3 Die Richtungsableitung

Man stelle sich einen affinen Raum A vor, auf welchem eine Funktion f4: A — R definiert ist.
Um eine solche Funktion konkret angeben zu kénnen, benétigen wir eine Koordinatendarstel-
lung von f4. Dazu wihlt man eine affine Basis (py, B), die ein Koordinatensystem

p:R" > A, g(x) =po+ ) xibi (4.7)
k=1

mit x = (xg);_, und B = (bx)]_, induziert. Man beachte, dass ¢ eine invertierbare affine
Abbildung ist. Ein Koordinatensystem ist also eine invertierbare affine Abbildung zwischen
dem Koordinatenraum und einem affinen Raum.

Wihlt man speziell A = R”, so kann B als Matrix aus Spaltenvektoren by = (b;x) dargestellt
werden. Dann ist

y = ¢(x) = po + Bx. (4.8)

Die Matrix B muss nun regulér sein, damit die Umformung

x=B"(y—po) =¢ () (4.9)

formuliert werden kann. Betrachtet man einen affinen Raum A als abstraktes Objekt, so ist
dieser nicht tiber ein Koordinatensystem ¢ erfassbar, weil A selbst nicht erfassbar ist. Denkt
man sich aber zwei Koordinatensysteme ¢, ¢/, so ist der Koordinatensystemwechsel T = ¢~ 1ot/
sehr wohl erfassbar. Den Raum A kénnen wir nun v6llig aufler acht lassen. Alle Darstellungen
von Funktionen kénnen sich somit auf den R” beziehen und tiber

T:R" >R, T(x):=p+Ax (4.10)

mit einer Matrix A € GL(R, n) transformiert werden. Man beachte hierzu, dass die Inverse
einer affinen Abbildung und die Verkettung von zwei affinen Abbildungen wieder eine affine
Abbildung ist. Somit muss T = ¢! o / auch wieder eine affine Abbildung sein.

Anstelle von f4 betrachtet man stattdessen die konkrete Funktion

fR" >R, f:=fao00. (4.11)

Bei einer Koordinatentransformation ergibt sich nun

foT=/faopoploy=/faoy, (4.12)
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was als gleichberechtigte Darstellung von f4 angesehen werden darf.

Bei f handelt es sich um eine Funktion in mehreren Variablen. Wir wiirden gerne auch fiir
f so etwas wie eine Ableitung definieren, um auch fiir solche Funktionen eine Differential-
rechnung entwickeln zu konnen.

Betrachte dazu eine Gerade g € R" und einen Punkt p € R". Fiir die Anschauung sei n = 2.
Man definiert nun die Projektion

m:R"XR - R", x(x,y):= x, (4.13)

die einen Punkt (x, y) senkrecht auf die Stelle x herunterprojiziert.
Zu beachten ist, dass x = (x¢);_, ein Tupel, y aber nur eine reelle Zahl ist.
Man betrachte nun die Ebene 77!(g). Die Schnittmenge

G = Graph(f) N 77(g) (4.14)

ist eine Kurve, die als Graph einer Funktion s: R — R dargestellt werden kann. Aber s lasst
sich mit dem herkommlichen Differentialquotient ableiten. Wahlt man auf g nun eine affine
Basis (p, v), so wird dadurch das Koordinatensystem

p:R—>R", ¢t)=p+tv (4.15)

induziert. Ein solches Koordinatensystem fiir einen eindimensionalen Raum wird auch als Li-
neal bezeichnet.
Nun gibt es eine Darstellung s = f o ¢.

Definition 18. Richtungsableitung.
Richtungsableitung von f in Richtung v an der Stelle p:

(Do f)P) == (f ° ¢)'(0). (4.16)

Aus der Definition kénnen wir sofort eine Analogiebetrachtung bei den Differentialquotienten
extrahieren:

fleeh = f )

, : _ flp+hv) - fp)
=1 , D =1 .

fix) ho Do )p) hoo h

Der Koordinatenraum R" besitzt die kanonische Basis (ex)}_,. Die Basisvektoren lassen sich

natiirlich als Richtungsvektoren verwenden, und diesen Richtungsableitungen kommt eine

besondere Bedeutung zu.

Definition 19. Partielle Ableitungen.

Die Richtungsableitungen beziiglich der kanonischen Basis werden als partielle Ableitungen
bezeichnet:

(Dicf)P) := (De )P)- (4.18)
Bemerkung: Es gibt die alternativen Schreibweisen
=2 o =2 419)
U x=p Xk lx=p
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Auflerdem gibt es eine zweite Vorstellung von Differenzierbarkeit. Diese Vorstellung ist, dass
an der Stelle p eine Tangentialebene an den Graphen von f gelegt werden kann. Eine solche
Tangentialebene muss die Funktionsgleichung

T(x1,x2) = f(p) + ar(x1 — p1) + az(xz — p2) (4.20)

besitzen, wobei a;, a; zwei zu bestimmende Parameter sind. Die Tangentialebene soll die Funk-
tion f an der Stelle p nun moglichst gut approximieren. Fiir ein kleines & soll also

fp+h)—-Tlp+h)=0 (4.21)
sein. Scharfer soll sogar

limf(p+h)—T(p+h)=O

(4.22)
h—0 1Al
gelten.
Definition 20. Totale Differenzierbarkeit.
Eine Funktion f: R"™ — R heifit total differenzierbar an der Stelle p, wenn
+ h) - - -
o R = fp) —(ax=p) o)

m
h—0 1Al

ist. Der Koordinatenvektor a ist hierdurch eindeutig bestimmt und wird Ableitung von f
genannt. Man nennt

n

AN)(p) = Y ax dxk(p) (4.24)

k=1
das totale Differenzial von f. Hiernach ergibt sich
(a,x = p) = (df)p)x - p) (4.25)

iiber duale Paarung, wobei die linke Seite beziiglich Koordinatentupeln gemeint ist und dich
rechte beziglich tatséchlichen Vektoren.

Das wirkt zunéchst wie eine zweite unnétige Schreibweise. Betrachtet man aber f, anstelle
von f, so muss es nicht unbedingt ein Skalarprodukt (a,x — p) geben, weil x — p als Diffe-
renz zweier Punkte x,p € A im Verschiebungsvektorraum V liegt. Und auf V braucht kein
Skalarprodukt definiert zu sein. Stattdessen entstammt (df)(p) aus dem Dualraum V* und ist
beziiglich der dualen Basis (dx* )i, definiert, so dass (df)(p) und x — p dual gepaart werden
konnen.

Noch eine Bermerkung zum Definitionsbereich von f: Es reicht aus, wenn f auf einer offe-
nen Umgebung des betrachteten Punktes p definiert ist. Die Umgebung sollte aber offen sein,
damit man sich bei Grenzwertbildungen dem Punkt p aus jeder Richtung ndhern kann. Sonst
wiirde man einen Ableitungsbegriff benétigen, der bestimmte Richtungen ausschlieft, was
unnoétigen technischen Balast darstellt.
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5 Kombinatorik

5.1 Funktionen Zahlen

Man definiert
YX = {f: X - Y}, (5.1)

das ist die Menge der Funktionen mit Definitionsmenge X und Zielmenge Y. Sind X und Y
endlich, so kann auch die Anzahl der Funktionen bestimmt werden. Hierfiir ergibt sich

[YX| = |y|XI. (5.2)

5.1.1 Permutationen Zahlen
Definition 21. Permutation, symmetrische Gruppe.

Eine bijektive Selbstabbildung o : X — X heif3t Permutation. Die Menge aller Permutationen
auf X wird mit S(X) bezeichnet und symmetrische Gruppe genannt.

Sei n := |X|. Wir haben nun n freie Plitze, auf die n unterschiedliche Stifte gelegt werden
sollen. Bei n = 1 gibt es eine Moglichkeit, bei n = 2 sind es zwei und bei n = 3 gibt es
schon sechs Moglichkeiten. Das Zéhlen der Moglichkeiten wird schnell uniibersichtlich. Um
Ubersicht zu gewinnen, tiberlegt man sich das folgende systematische Prinzip. Zunichst soll
n! die Anzahl der Moglichkeiten fiir n Stifte auf n freie Plitze bezeichnen. Fur den ersten Stift
gibt es nun n freie Platze, und fir jede dieser Moglichkeiten bleiben n — 1 Platze ibrig, fiir die
es jeweils (n — 1)! Moglichkeiten gibt. Das sind insgesamt n - (n — 1)! Moglichkeiten.

Definition 22. Fakultat.
Fakultdt:

1! :=1, nl:=n-(n-1). (5.3)

Wird die Rekursionsgleichung bis zum Rekursionsanfang ausgefiihrt, so ergibt sich

n m n n-1
n! = 1_[ k, 1—[ ai = am, 1—[ ay = ap 1_[ ag. (5.4)
k=1 k=m k=m k=m

Der Induktionsanfang ist trivial. Der Induktionsschritt ist

n-1 n
n!:n-(n—l)!znl_[k:l_[k. (5.5)
k=1 k=1

5.2 Endliche Summen
Definition 23. Summierungsoperator.
Das Summenzeichen (der Summierungsoperator) wird rekursiv definiert:

m n

-1
Z ar == ai, Z =a, + nZ a. (5.6)
k=m

k=m k=m
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Rechenregel. Die Summierung ldsst sich auf Summanden verteilen:

an(ak +by) = Z": ax + Zn: by (5.7)
k=m k=m k=m

Induktionsanfang:

m

(ak+bk):am+bm: \ ar + 3 by. (5.8)
2, LAY

k=m k=m k=m
Induktionsschritt:

n-1 n-1

n n-1
D@ +bi) = (an+ba)+ D (ax+be) =an+ba+ Y a+ Y b
k=m k=m

=m

>~
=

- (5.9)

n-1 n-1

= (an+ ak)+(bn+ bk)z Zak-'-];nbk'

=m k=m k=m

kol

Rechenregel. Ein konstanter Faktor ldsst sich aus dem aus der Summierung herausziehen (Dis-
tributivgesetz):

n n

Z cayp =c Z ar. (5.10)

k=m k=m
Induktionsanfang:

m m

Z ca =cam =¢ Z ag. (5.11)

k=m k=m
Induktionsschritt:

n n-1 n—1 n-1 n

ank=can+ ank =can+cZak =c(an+ ak) =cZak. (5.12)

k=m k=m k=m =m k=m

>

Rechenregel. Konstante Summanden:

n

Z ¢=(n—-m+1)c. (5.13)

k=m
Induktionsanfang:

m

Z c=c=(m-m+l)c. (5.14)

k=m
Induktionsschritt:

n n-1
Z c=c+ Z c=c+(n-1-m+l)c=c+ (n—-m)c=(n—m+1)c. (5.15)

k=m k=m
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Formel. Partialsumme der geometrischen Reihe:

n n+1 _
g = 1 1q. (5.16)
k=1 1~
Herleitung.
n n n-1 n
ququqk_lzq qk:q-(l—qn+qu). (5.17)
k=1 k=1 k=0 k=1

Setze nuny := 3} _, g*, um Schreibaufwand zu sparen. Die Gleichung

y=q-(1-q"+y)=q-q¢"" +qy (5.18)

wird nun nach y umgestellt. Es ergibt sich

y=1_"14 (5.19)
qg-—1
Formel. Es gilt:
n-1
d p n_  m
kP gk = (qd—) 1 Ci . (5.20)
k=m q 9=

Der Induktionsanfang p = 0 ist (5.16). Beim Induktionsschritt gehen wir von der Giiltigkeit

von
n-1 -1
~ d P qn _ qm
kP~lgk = (qd—) — (5.21)
frat q q
aus. Auf beiden Seiten der Gleichung wird nun q% appliziert, womit sich (5.20) ergibt.
Bemerkung: Mit Ausnahme von Spezialfallen ist
d\f d?
— P—, 5.22
(q dq) g (5.22)

da das Produkt mit g nach dem Differentialoperator vom néchsten Differentialoperator mit
abgeleitet werden muss.
Aus (5.20) wird mit p = 1 nun z. B. die Formel

n-1
qu =

=m

nqn _ mqm ~ qn+1 _ qm+1
q-1 (q—1)

(5.23)

=

gewonnen.
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5.3 Differenzenrechnung und Teleskopsummen

Sei
(Af)(n) = f(n+1) - f(n), (Differenzenoperator) (5.24)
n-1
Zf)n) = Z fk). (Summenoperator) (5.25)
k=0

Wir wollen zeigen:

(A 0 Z)(f)(n) = (AE)(n) = id(f)(n) = f(n). (5.26)

Und rechnen nach:

n-1 n n—1
AGHm) = An = > f)m) = D fk) =) f(k) (5.27)
k=0 k=0 k=0
n-1 n-1
= f+ ) fk) =) f) = f(n), (5.28)
k=0 k=0

=0

Das bedeutet, dass A die Linksinverse zu X ist.
Somit muss %: R — RY ein injektiver Operator sein.
Jetzt kehren wir die Reihenfolge um und berechnen X o A. Es ergibt sich:

n-1
SAN@) = En— fln+ 1) = fFE)m) = D [fk+1) - fK)] (5.29)
k=0
n—1 n—1 n-1
= > fle+1)- Zf(k) F) = fO) + ) fk) =) fk). (5.30)
k=0 k=0 k=0
Yoy f(K) =0

Bis auf die Konstante f(0) ist also auch ¥ invers zu A. Dieser Zusammenhang nennt sich
Teleskopsumme.

5.4 Formale Potenzreihen

Zwischen Potenzreihen und formalen Potenzreihen besteht ein grofier Unterschied. Die No-
tation

Zakx = hm Zakx (5.31)

k=0

bedeutet bei Potenzreihen den Wert der Reihe, das ist der Grenzwert der Partialsummenfolge.
Die Partialsummenfolge sollte dafiir konvergent oder zumindest bestimmt divergent sein. Die
Notation

oo

> aX: = (ar)i, = (a, a1, a2, a3, ) (532)
k=0
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ist bei formalen Potenzreihen blof3 eine andere Schreibweise fiir die Folge (ay).
Die Addition von zwei formalen Potenzreihen wird wie die Addition von zwei Polynomen
erklart:

Z ar Xk + Z b X = Z(ak +bp)X*. (5.33)
k=0 k=0 k=0

Die Multiplikation von zwei Polynomen lautet allgemein:

(gaixi)(gbjxf) Z(ZbXJ)aXl—ZZaXbXJ (5.34)

i=0 j=0 ~——~"
a;bj X'
Bei der Summation ist die Reihenfolge aber beliebig, da im Ring beziiglich der Addition das

Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz giiltig ist. Multipliziert man zwei Polynome aus
und gruppiert die Summanden nach dem Grad, so ergibt sich nun

m n
Z Z a,-ij”j = a()b()XO + (a0b1 + albo)Xl + (a0b2 +ab; + a2b0)X2
L4 L (5.35)

+ (a0b3 + a1b2 + azbl + agbO)X?’ +

Das Monom vom Grad k ist offenbar immer von der Form

k
(Z aiby_ )x = (aobg + @1bg—y + . .. + ap_1by + arb)X*. (5.36)
i=0
Als Grad des Produktes ergibt sich m +n, wenn der Ring nullteilerfrei ist, sonst maximal m +n.
Insgesamt ergibt sich die Formel

(gaixi)(gbjxf)

Die inneren Summen sind auch bei unendlichen Reihen endlich, was die folgende Definition
motiviert.
Definition 24. Produkt von formalen Potenzreihen.

m+n

Z (Zk: a»bk_i)xk. (5.37)

= i=0

Produkt von zwei formalen Potenzreihen:
k
(ZaX’)(ZbXJ) Z(Zabk )Xk (5.38)
k=0 \ i=0

Das Produkt der formalen Potenzreihen zu (ax) und (by) wird auch Faltung der Folgen (ax)
und (by) genannt. Zu dieser alternativen Sprechweise gehort die alternative Schreibweise

k

(ai) * (be) = (). ek = ) aibies. (5:39)

i=0

Die Polynome lassen sich in die Menge der formalen Potenzreihen einbetten, indem aj := 0
fir k > m und by := 0 fir k > n gesetzt wird. Aus Formel (5.38) wird dann (5.37).
Die Menge aller Potenzreihen mit Koeffizienten aus dem Ring R:
RI[X]] = {X}, ax X" | ax € R}. (5.40)
Die Menge R[[X]] bildet beziiglich der Addition (5.33) und der Multiplikation (5.38) einen Ring.
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6 Dynamische Systeme

6.1 Fixpunkt-Methode

Betrachte eine Iteration

Xn+1 = @(xn) (6.1)

mit einem Startwert x,. Z. B.

p(x) = ;, a€N (6.2)
a+x
mit beliebigem Startwert. Man stellt numerisch fest, dass die Folge (x,) bei diesem Beispiel
(es handelt sich um Kettenbriiche) offenbar immer gegen eine Zahl konvergiert. Aulerdem
scheint der Startwert dafiir unbedeutsam zu sein. Bei a = 2 erkennt ein Rechenmeister mit
geschultem Blick noch, dass die Folge gegen V2 — 1 konvergiert, bei a = 1 gegen den goldenen
Schnitt. Aber bei a = 3 ist der Wert zunichst von einem dunklen Schleier umgeben.

Eine weitere Beobachtung ist nun, dass sich die Werte der Folge immer weniger voneinander
unterscheiden, wenn n wichst. Es gilt also x, = x,41 bzw. x, = ¢(x,) fir grofle n. Fir den
Grenzwert x = lim,,_,., x, misste dann

x = ¢(x) (6.3)

gelten. Eine solche Gleichung wird als Fixpunktgleichung bezeichnet, die dazu gehérige Itera-
tion (6.1) als Fixpunkt-Iteration.
Setzt man nun das Beispiel mit a = 2 ein, so ergibt sich

1
X = ; 6.4
2+x (6.4)
was zur quadratischen Gleichung
¥ +2x-1=0 (6.5)

fiihrt, deren eine Losung V2—1 ist. Warum es eine zweite Losung gibt, und diese nicht Ergebnis
der Iteration ist, ist zunichst unklar.
Die Beispiele

p(x) = be{1,2} (6.6)

1
1-bx’
scheinen niemals zu konvergierten. Fiir b = 1 ergibt sich eine periodische Folge, und bei b = 2
scheint die Folge recht chaotisch zu sein. Die zugehorigen Fixpunkt-Gleichungen fithren auf
quadratische Gleichungen, welche keine reellen Losungen besitzen.

Wenn also der Fixpunkt eine komplexe Zahl ist, so kann die Folge niemals gegen den Fix-
punkt konvergieren, weil der Wert von ¢ niemals eine komplexe Zahl sein wird, wenn als
Argument eine reelle Zahl gegeben wurde. Wiirden wir mit einem komplexen Startwert be-
ginnen, so hitten wir eine Chance auf Konvergenz. Ein Plotter fiir die komplexe Ebene zeigt
aber, dass fiir fast alle Zahlen bis auf einzelne offenbar keine Konvergenz vorliegt. Das Beispiel
b = 1 ist fur fast alle komplexen Startwerte periodisch mit Periodenlénge drei.

Beim Beispiel a = 2 scheinen die Folgenwerte von der zweiten Losung der quadratischen
Gleichung abgestofien zu werden und zur ersten Losung zu wandern, was klar wird wenn man
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die Iteration ganz in der Nahe der zweiten Losung beginnt. Man hat es hier mit einem absto-
enden und einem anziehenden Fixpunkt zu tun. Das Abstof3en geschieht um so schneller, je
weiter der der Iterationswert vom abstoflenden Fixpunkt entfernt ist.

Bei den Beispielen b = 1 und b = 2 ergibt sich jedoch, dass sich die Folgenwerte um die
Fixpunkte herum bewegen, ohne sie in absehbarer Zeit zu erreichen. Bei b = 2 liegen die Werte
von (x,) auf einem Kreis um einen der Fixpunkte, dessen Mittelpunkt aber nicht der Fixpunkt
sein muss. Fir Im(xy) = 0 entartet der Radius des Kreises ins unendliche. Die beiden Fixpunkte
sind zueinander komplex Konjugiert, und so kann sich die Folge bei Im(x,) = 0 nicht fiir die
Umkreisung von einem der beiden Fixpunkte entscheiden.

Beib = 2+i/2 ergibt sich noch ein viel seltsameres Gebilde. Die Folgenwerte werden wieder
von einem der beiden Fixpunkte angezogen und von dem anderen abgestofien. Dabei bilden
sich jedoch Strudel mit finf Armen aus, wobei die Arme des abstoflenden Fixpunktes mit
denen des anziehenden Fixpunktes verbunden sind.

Doch da ist noch viel mehr. Nehmen wir das Beispiel ¢(x) = x? — 1. Damit Konvergenz vor-
liegt, diirfen die Folgenwerte notwendigerweise einen bestimmten Betrag nicht iiberschreiten,
denn nach der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt:

loGo)l = |x* = 1] = []x*] = [1]] = [|x[* = 1]. (6.7)
Fiir |x| > 2 ergibt sich |x|? > 4 und |x|* = 1 > 3. Somit ist

[lx* =11 = x> - 1 (6.8)
und |@(x)| > 3. Man beachtet jetzt

lp()l = x> =1 = o)+ 12 |x]. (6.9)

Nun ist aber |p(x)| > +/]¢(x)| + 1 fiir |@(x)| > (V5 +1)/2, was bei |x| > 2 erfiillt ist. Insgesamt
ergibt sich |¢(x)| > |x|, was folglich die Divergenz der Folge zur Folge hat.

Die Menge der Startwerte xy € C, so dass (x,) mit x,4; = x,zl + ¢ beschrinkt bleibt, heif3t
Julia-Menge zur Konstanten c. Die Menge zu ¢ = —1, die innerhalb des Kreises |x| = 2 liegt,
ist ein auflerordentlich seltsames Gebilde, welches dem Augenschein nach fraktale Strukturen
besitzt.

Fiir einen Startwert x( wird die Folge (x,) nach (6.1) auch als Orbit von x, bezeichnet. Im Fall,
dass negative n nicht zugelassen sind, spricht man auch von einem Semiorbit. Dieser Begriff
ist mit dem Gruppentheoretischen Begriff Orbit deckungsgleich, denn die Iterierten ¢” bilden
beziiglich Verkettung eine Gruppe und erwirken eine Gruppenaktion ¢"(x). Sind negative n
nicht zugelassen, so handelt es sich nicht um eine Gruppe, sondern um ein Monoid, dessen
Elemente eine Monoidaktion anstelle einer Gruppenaktion erwirken.

Definition 25. Dynamisches System, Ruhelage, periodischer Orbit.
Die Struktur (T, X, ®) mit

O:TxX —>X, &t,x) (6.10)

wird als dynamisches System bezeichnet. Das System heif3t diskret, wenn t € N bzw. t € Z
ist. Ein x heif3t Ruhelage, wenn ®(t, x) = x fur alle ¢ gilt. Der Orbit ®(T, x) heifit periodisch
mit Periodenlange P, wenn ®(t + P, x) = ®(x) fur alle ¢ gilt.
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Im Fall einer Fixpunkt-Iteration x,+; = @(xy,) ist
d(t, x) == @' (x). (6.11)

ein diskretes dynamisches System. Die Fixpunkte von ¢ sind die Ruhelagen von ®.

7 Tricks

7.1 Matrizen vom Typ 2 X 2
Matrizen der Form

[a —b}_ [Cose —sinf

b a|  "|sind cosé

(7.1)

sind isomorph zu den komplexen Zahlen a + bi = re'®. Das erscheint zunichst wie eine unwe-
sentliche Tatsache, aber es ermoglicht, Matrizenrechnungen gegen Rechnungen mit komple-
xen Zahlen auszutauschen. Der Isomorphismus ist

¢: M —C, q)([z _ab])::a+bi. (7.2)

Zunichst verifiziert man, dass M und C Kérper sind, indem die Gultigkeit der Koérperaxiome
nachgewiesen wird. Hierbei ergibt sich, dass M \ {0} eine abelsche Gruppe ist. Es gilt insbe-
sondere M \ {0} < GL(2,R).

Definition 26. Korperhomomorphismus.

Sind (K, +, ) und (K’, 4+, ¢") zwei Korper, so wird ¢: K — K’ als Kérperhomomorphismus
bezeichnet, wenn

¢(a+Db) = p(a) + o(b), (7.3)
p(aeb) = p(a) o p(b) (7.4)

fiir alle a, b € K gilt und ¢(1) = 1 ist.

Ein bijektiver Kérperhomomorphismus ist ein Kérperisomorphismus.
Nun kommutiert das folgende Diagramm:

Berechnung

M @ — M
‘Pl T(P‘l (7.5)
Berechnung
C C

Zunichst ergeben sich ein paar Zusammehénge, die ein wenig verbliffend erscheinen:
p(AT) = p(A).  |p(A) = VdetA,  Spur(4) = 2Re(p(A)). (7.6)
Wichtiger sind Regeln wie

A= ¢_1(@), A" = 97 (p(A)"). (7.7)
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So lassen sich Matrizen einfach invertieren und grofle Matrixpotenzen berechnen. Aber das
bringt uns auf eine seltsame Idee. Wir definieren nun

f(A) = o7 (f(p(A) = (97" o f 0 p)(A) (7.8)

fir jede Funktion f: G — C mit ¢(A) € G. Diese Definition erweitert (7.7).
Fiir eine Matrix A € M lassen sich jetzt eine Reihe scheinbar absurder Dinge berechnen:

VA, A2 A a4t L A In(4),  sin(A). (7.9)
A+1
Einige wiirden jetzt den Nutzen solcher Operationen, ja sogar die Operationen selbst in Frage
stellen. Aber das hat man bei den komplexen Zahlen zunichst auch getan. Tatséchlich ist VA
eine Teilantwort auf das Problem, dass zu einer Matrix A die Matrix X mit X% = A gefunden
werden soll.
Die nachste Frage besteht nun darin, ob sich Operationen wie f(x) = e* auch auf Matrizen
tibertragen lassen, die nicht in der Form (7.1) vorliegen.
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