Naturliches SchlielSen

Teil 5: Modallogik




Formeln der Modallogik




Die Modallogik fligt zu den Junktoren der Aussagenlogik zwei einstellige Operatoren

hinzu:

Aussage Lesung

OA notwendigerweise A
QA moglicherweise A

Zur Syntax: Beiden kommt die hochste Operatorrangfolge zu, also dieselbe wie der
Negation.




System K




Es gibt unterschiedliche modallogische Systeme. Eine groBe Familiel baut auf dem
System K auf, womit man K als grundlegend betrachten kann. Insofern wollen wir
zunachst K diskutieren, bevor wir uns den anderen Systemen zuwenden.

Das formale System K entsteht dadurch, dass samtliche Regeln und Axiome der
Aussagenlogik weiterhin erhalten bleiben und diesen lediglich eine weitere Regel
(Regel N) und ein weiteres Axiom? (Axiom K) hinzugefiigt werden.

1Die Familie der normalen Modallogiken.
2Ejgentlich ein Axiomenschema, da man beliebige Formeln einfiigen darf.



Es gibt unterschiedliche modallogische Systeme. Eine groBe Familiel baut auf dem
System K auf, womit man K als grundlegend betrachten kann. Insofern wollen wir
zunachst K diskutieren, bevor wir uns den anderen Systemen zuwenden.

Das formale System K entsteht dadurch, dass samtliche Regeln und Axiome der
Aussagenlogik weiterhin erhalten bleiben und diesen lediglich eine weitere Regel
(Regel N) und ein weiteres Axiom? (Axiom K) hinzugefiigt werden.

Regel N (Nezessisierungsregel)

FDOA

In Worten: Ist eine Formel ein Theorem, so soll deren Notwendigkeit ebenfalls ein
Theorem sein.

1Die Familie der normalen Modallogiken.
2Ejgentlich ein Axiomenschema, da man beliebige Formeln einfiigen darf.



Axiom K (Axiom der Verteilung)

+o(A — B) —» (DA — OB)




Axiom K (Axiom der Verteilung)

+o(A — B) —» (DA — OB)

Wir dirfen aus diesem Axiom wie ublich per Modus ponens eine zulassige
Schlussregel ableiten:

Regel K

N-o(A—-B)
"-DA — OB




Eine erste Aufgabe. Gesucht ist der Beweis von

FoO(A A B) — OA.

Man findet:
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Eine erste Aufgabe. Gesucht ist der Beweis von
FoO(A A B) — OA.

Man findet:

AABFAAB
AABLEFA
FAAB—A
FOAAB—A)
FOo(AAB)—-DA

Frage: Ist OA A OB — O(A A B) ebenfalls beweisbar? Ja, ist sie. Zur Ausfiihrung
bendtigen wir allerdings eine kurze Vorbereitung.




Wir bestatigen zunachst einmal die Regel

FA—(B—C)
oA — (@B —0C)’

Es findet sich:




Wir bestatigen zunachst einmal die Regel

FA—(B—C)
oA — (@B —0C)’

Es findet sich:

FA— (8 —C)

FOA = (B—=0))

FOA—>O(B—C) \ DAFOA
DAF OB — C)
DA+ OB —oC

oA — (OB — oC)




Beachtet man nun die allgemeine Aquivalenz von A A B — C und A — (B — C), erhilt
man die Regel in der Form
FAAB—-C

FOAAOB—-OC
Hiermit gelingt die gesuchte Ableitung kurzerhand:




Beachtet man nun die allgemeine Aquivalenz von A A B — C und A — (B — C), erhilt
man die Regel in der Form

FAAB—-C
FOAAOB—-OC
Hiermit gelingt die gesuchte Ableitung kurzerhand:

AABFAAB
FAAB—-AAB

FOAAOB—0O(A AB)




Im Fortgang zur gemachten Uberlegung finden wir eine verallgemeinerte Regel der
Nezessisierung.

Regel N*

Ai1,...,An kB
OAi,...,0A, FOB




Im Fortgang zur gemachten Uberlegung finden wir eine verallgemeinerte Regel der
Nezessisierung.

Regel N*

Ai1,...,An kB
OAi,...,0A, FOB

Beweis. Induktion tUber n. Im Anfang n = 0 nimmt die Regel schlicht die Form der
Nezessisierungsregel an. Den Induktionsschritt bestatigt der Beweisbaum:

A1,...,An,Ans1 B
Ai,...,ApnFA1 — B
OA1,...,0An FO(Anss — B)
OA1,...,0A,FOAns1 = OB \ DAps1F OAnst

E|A1,...,E|An,E|An+1 +oB




Nun zur Méglichkeit. Sie wird auf eine Formel mit einer Notwendigkeit zurtckgefthrt.

Definition der Méglichkeit

QA = -O-A
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Wir wollen die Aquivalenz aber nochmals durch Beweisbdume herstellen.




Nun zur Méglichkeit. Sie wird auf eine Formel mit einer Notwendigkeit zurtckgefthrt.

Definition der Méglichkeit

QA = -O-A

Man bestatigt miihelos die Aquivalenz ¢—A = —OA, sofern die Beseitigung der
Doppelnegation gewahrt ist. Namlich findet sich die aquivalente Umformung

¢0—A = -0--A= -0A.

Wir wollen die Aquivalenz aber nochmals durch Beweisbdume herstellen.

Bemerkung. Gleichermallen erhalt man —¢—A = 0OA mit der Umformung

—0—-A=--0--A=DA.




Zu ¢—A — —0A findet sich:




Zu ¢—A — —0A findet sich:

bekanntlich

FA— —--A N
FO(A — ——A)
FOA—-DO--A <
Fo—A— —DA

Kontraposition
Def.




Zu ¢—A — —0A findet sich:
m be:anntlich
Fo(A - —--A)
FOA - O-—-A <
F-0--A— -DA
FO—A— —-OA

Kontraposition
Def.

Fir —OA — ¢—A bendtigen wir nun die Beseitigung der Doppelnegation:




Zu ¢—A — —0A findet sich:
m be:anntlich
Fo(A - —--A)
FOA - O-—-A <
F-0--A— -DA
FO—A— —-OA

Kontraposition
Def.

Fir —OA — ¢—A bendtigen wir nun die Beseitigung der Doppelnegation:

FoAoa™
Fo(-—A— A)
FOo--A—D0OA
F-0A - {¢-A

Kontraposition
Def.




Die Aquivalenz O—A = —9¢A ist ebenfalls unschwer zu bestéatigen.
Es findet sich:




Die Aquivalenz O—A = —9¢A ist ebenfalls unschwer zu bestéatigen.
Es findet sich:

FB—--B F-—8-8"_
FOo-A— —0A ’ F-0A—-0O-A '

FO-A «— —-0A




Die Aquivalenz O—A = —9¢A ist ebenfalls unschwer zu bestéatigen.
Es findet sich:

m bekanﬁtllch m DN . i
Fo-A—--0-A =" F--p0-A—p-A "7
FO-A— -0A F-0A—-DO-A
FO-A «— =0A

Bemerkung. Man kann diese Regeln als Analogon zu den de morganschen Gesetzen
=Vx: P(x) =3x: =P(x) und —3x: P(x) = Vx: —P(x) auffassen.




Weiterhin zeigt sich die Formel O(A — B) — (0A — ¢B) als beweisbar.

Man zieht hierfur zweimal die Regel der Kontraposition heran:




Weiterhin zeigt sich die Formel O(A — B) — (QA — ¢B) als beweisbar.

Man zieht hierfur zweimal die Regel der Kontraposition heran:

Kontraposition

F(A—B)— (—B— —A) \
FoO((A — B) — (=B — =A))
O(A—B)FOo(A—B) FO(A—B)—O(—B— —A)
o(A — B)Fo(—B — —A) ‘
O(A—B)Fo-B—-0O-A
0(A — B)F —-O0-A — —-O-B
o(A—B)F QA — OB

Kontraposition

Def.

FO(A— B)— (0A—90B)




Zusatzliche Axiome




Kiirzel Axiom
T FOA— A
B FA—O0A
D FDOA — QA
4 DA — OoA
5 FOA — OQA
System Axiome
K K
T KT
B K, T,B
D K, D
S4 KT, 4
S5 K, T,5




Das Axiom T impliziert A — ¢A. Namlich findet sich:

FOB—B
M Kontraposition
F=-A— —|D—|A Def
F—=—A— 0A ' AF--A

B:=-A

AF QA
FA— QA




Das Axiom T impliziert A — ¢A. Namlich findet sich:

FOB—B
M Kontraposition
—l_ —7A > 2OoA Def. r—
F——A—0A AF--A
AlF QA
FA— QA

B:=-A

Ist die Beseitigung der Doppelnegation gewahrt, impliziert A — ¢A umgekehrt das
Axiom T. Namlich findet sich:

AF——A
_FB=0B DAFO--A
FoAS02A L repesition DAFTTO=-A
F=0—A — ——A OAF —0—A
DA F ——A
DAFA OV
FOA— A



Mit der gemachten Vorbetrachtung findet man nun mihelos, dass Axiom B in
System S5 ableitbar ist. Der Beweisbaum ist:




Mit der gemachten Vorbetrachtung findet man nun mihelos, dass Axiom B in
System S5 ableitbar ist. Der Beweisbaum ist:

FAS0A  AFA
AFOA
AFO0A

FA = 00A

Bzw. als schlichter Kettenschluss:

FADOA | FOA—DO0A

Kettenschluss

FA — 0O0A




Ferner stellt sich heraus, dass Axiom 4 im System S5 ableitbar ist. Wir nutzen dazu die
Feststellung —0OA = ¢—A als Hilfsmittel. Alternativ ginge es auch, die zulassige
Ersetzungsregel mit =—=A = A zu nutzen — wir verzichten drauf, da sie in
Beweisassistenten nicht unbedingt direkt zur Verfligung steht.

Der Beweisbaum fallt ein wenig langer aus:




Ferner stellt sich heraus, dass Axiom 4 im System S5 ableitbar ist. Wir nutzen dazu die
Feststellung —0OA = ¢—A als Hilfsmittel. Alternativ ginge es auch, die zulassige

Ersetzungsregel mit =—=A = A zu nutzen — wir verzichten drauf, da sie in
Beweisassistenten nicht unbedingt direkt zur Verfligung steht.

Der Beweisbaum fallt ein wenig langer aus:

s —OA=90-A
FoB —0O¢B A Fo-A— —-DA
“DA=¢0-A F0-A—-DO0-A FoO0-A—0O-0A
F-DA - (A Fo—-A—-O-DA

Kettenschluss

F -0A - O-0A
F—-0-0A - —-—-DA

Kontraposition

i F -0-0A — 0A D:N
FB — O¢B .- oA FOOA — DA NK.
FOA > oooA =~ - FO0oA —-oOoA

Kettenschluss

F0OA — ODA

N, K

Kettenschluss
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