Naturliches SchlieRen
Teil 3: Theorien mit Gleichheit




Um mathematische Strukturen beforschen zu kénnen, missen den logischen Axiomen
auch noch mathematische Axiome hinzugefligt werden.

Beispielsweise die Axiome der Mengenlehre. Daneben gibt es aber auch viele weniger
umfangliche Theorien.

Viele Theorien beinhalten einen Begriff der Gleichheit.




Axiom (Reflexivitat)

FVXx: x=x
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Axiom (Reflexivitat)
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Axiom (Symmetrie)

FVX:Vy:x=y-y=x

Axiom (Transitivitat)

FVX:Vy:Vzix=yAy=z—-x=z




Die Axiome induzieren Schlussregeln. Beispielsweise gilt

rkt=t
Mt/ =t

fir beliebige Terme t, t/, denn:

FVX:Vy:x=y—-y=x
FVy:t=y-y=t
Ft=t'-t'=t ret=t'

et/ =t




Schlussregel zur Reflexivitat

Frkt=t
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FEt=it




Schlussregel zur Reflexivitat

Fret=t
Schlussregel zur Symmetrie

ret=t

et/ =t

Schlussregel zur Transitivitat

Fkt=t/ [kt =t

FLrkt=t"




Ersetzungsregein




Im Folgenden sei f(x) ein Funktionsterm in der Variable x, beispielsweise f(x) := 2x.
Die Applikation ist als f(t) := f(x)[ x := t] definiert.
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Im Folgenden sei f(x) ein Funktionsterm in der Variable x, beispielsweise f(x) := 2x.
Die Applikation ist als f(t) := f(x)[ x := t] definiert.

In gleichartiger Weise sei P(x) eine Formel in der Variable x, beispielsweise
P(x) := (x > 0). Die Applikation ist als P(t) := P(x)[x := t] definiert.

Wichtig: Hier ist mit f keine allgemeine Funktion gemeint, sondern eine, deren
Funktionsterm auf ein Blatt Papier geschrieben werden kann. Gleichermafen ist mit P
kein allgemeines Pradikat gemeint, sondern eines, dessen Formel auf ein Blatt Papier
geschrieben werden kann.




Ersetzungsregel fur Terme

rEt=t’
FEF(E) =f(t)

Bzw. als Axiom

FVX:Vy: x=y - f(x)=f).




Ersetzungsregel fur Formeln

ret=t
I"F P(t) < P(t")




Ersetzungsregel fur Formeln

FHt=t
FEP(t) — P(t')

Alternativ ginge:

Ersetzungsregel fur Formeln
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Ersetzungsregel fur Formeln

ret=t
I"F P(t) < P(t")

Alternativ ginge:

Ersetzungsregel fur Formeln

Fkt=t'  TFP()
T+ P(t')

Die beiden Regeln sind dquivalent, denn (setze x :=tund y :=t’):

Fr'Ex=y FrEx=y P(X)FP(x) Tkx=y P)FPl)
Ik P(x) «— P(y) I, P(X)F P(y) I, P(y)F P(x)
MEP(xX)— P(y) TFP(X) e P(x) — P(y) I+ P(y) — P(x)

" EPy) Ik P(x) «— P(y)



AuBerdem gibt es in der Logik noch eine weitere besonders nutzliche Ersetzungsregel,
die allerdings nicht vorausgesetzt werden muss. Sie folgt aus den ubrigen logischen
Schlussregeln.

Es bezeichne hierzu P(X) eine Formel in der logischen Variablen X, beispielsweise
P(X) := (A A X). Zu einer weiteren Formel B verstehen wir abermals
P(B) := P(X)[ X := B] als Applikation.
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AuBerdem gibt es in der Logik noch eine weitere besonders nutzliche Ersetzungsregel,
die allerdings nicht vorausgesetzt werden muss. Sie folgt aus den ubrigen logischen
Schlussregeln.

Es bezeichne hierzu P(X) eine Formel in der logischen Variablen X, beispielsweise
P(X) := (A A X). Zu einer weiteren Formel B verstehen wir abermals
P(B) := P(X)[ X := B] als Applikation.

Zulassige Ersetzungsregel

r’FA—B
'k P(A) — P(B)

Bewiesen werden kann sie per struktureller Induktion tGber den Formelaufbau.




Zahlentheorie




Beispiel einer Ableitung in der Zahlentheorie. Das Diskursuniversum sei U = Z. Wir
schreiben kurz m | n fur »m teilt n«. Man kann dies so definieren:

Fm|n«—3k:n=km.
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Beispiel einer Ableitung in der Zahlentheorie. Das Diskursuniversum sei U = Z. Wir
schreiben kurz m | n fur »m teilt n«. Man kann dies so definieren:

Fm|n«—3k:n=km.
Satz. Ist eine Zahl durch zwei teilbar, so ist ihr Quadrat ebenfalls durch zwei teilbar.

Zunachst die Beweisfiihrung in Worten. Es gelte 2 | n. Dann gibt es einen Zeugen k
mit n = 2k. Somit gilt n2 = (2k)n = 2(kn). Mit k’ := kn hat man also einen Zeugen fir
3k’: n? = 2k’, womit laut Definition 2 | n? gilt.

Die Ableitung von Gleichungen belassen wir informal. Es findet sich:

n=2kkFn=2k
n=2kkFn?=2kn
2|nk2|n n=2kF3k’:n?2 =2k’
2|nk3k:n=2k n=2kkF2|n?
2|nk2|n?
F2|n—2]|n?




Die Ableitung der Gleichung nochmals formal betrachtet:

n=2kkFn=2k
Ersetzungsregel — — Assoziativgesetz
n=2kkFn?=(2k)n F (2k)n = 2(kn)

n=2kt n?=2(kn)

Transitivgesetz

Bemerkung. Das Assoziativgesetz ist aus den Peano-Axiomen herleitbar.




Ende.
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