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Die Herleitung findet eigentlich innerhalb der Metalogik statt.
Warum dies ein Problem darstellen sollte? Wenn wir einen Theorembeweisverifizierer
verwenden, der lediglich die Gegenstandslogik versteht, bleibt uns die metalogische Ebene

verwehrt.

Klédren wir zunéichst kurz ab, was bislang unausgesprochen blieb.
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Um die Metalogik als natiirliches Schlieen zu formalisieren, notieren wir
S1,...,SnIFS

als Metasequenz, womit das Urteil gemeint sei, dass die Sequenz S aus den Sequenzen
S1 bis S;, ableitbar ist.
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Um die Metalogik als natiirliches Schlieen zu formalisieren, notieren wir
S1,...,SnIFS

als Metasequenz, womit das Urteil gemeint sei, dass die Sequenz S aus den Sequenzen
S1 bis S;, ableitbar ist.

Die eigentliche Gestalt der Herleitung klart sich nun als

(I'=B)IFCTFB) IFA,B-AAB)
(THA)IFTFA) (I'=B)IFT,A-AAB)
THA),ITFB)IF

Schnitt
Schnitt.
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Infolgedessen muss aber jede der Schlussregeln eine Entsprechung in der Metalogik
induzieren. Das heif3t, liegt eine Schlussregel

S1 So Sn
S
vor, muss in der Metalogik die entsprechende Regel
AlFSy AlF Sy AlFS,
AlFS

zur Verfiigung stehen.
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Infolgedessen muss aber jede der Schlussregeln eine Entsprechung in der Metalogik
induzieren. Das heif3t, liegt eine Schlussregel

S1 So Sn
S
vor, muss in der Metalogik die entsprechende Regel
AlFSy AlF Sy AlFS,
AlFS

zur Verfiigung stehen.

Bemerkung. Bei Einbeziehung der Abschwichungsregel nimmt sie die Form
A1lESy Ag IFSg Ap I-Sp
A1,Ag,...,Ap IES

an, wie sie gerade genutzt wurde.
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Ein logischer Kalkiil
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Folgende Idee: Angenommen, das metalogische System beschreibt dieselbe Logik wie die
Gegenstandslogik, dann erscheint es zielfithrend, das metalogische System in die
Gegenstandslogik zu verschieben.
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Zu den herkémmlichen Junktoren wird [IrA hinzugefiigt, mit der Bedeutung I' - A. Die
klassische Semantik wird darauthin entsprechend erweitert um
(£ EOr4) o (V' (F ED) — (S FA))
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Folgende Idee: Angenommen, das metalogische System beschreibt dieselbe Logik wie die
Gegenstandslogik, dann erscheint es zielfithrend, das metalogische System in die
Gegenstandslogik zu verschieben.

Zu den herkémmlichen Junktoren wird [IrA hinzugefiigt, mit der Bedeutung I' - A. Die
klassische Semantik wird darauthin entsprechend erweitert um

(£ EOr4) o (V' (F ED) — (S FA))
< (I'=A).
Die einzigen beiden Schlussregeln seien

FA—-B FA FA
+B ’ FOpA®
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Wir notieren nun die herkémmlichen Schlussregeln als Axiomenschemata. Das wiren

UraB—Ur(A—B), (SE: Subjunktionseinfiithrung)
OrA— B)—UOrA — OrB. (SB: Subjunktionsbeseitigung)
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Zunichst einmal benétigen wir die metalogischen Entsprechungen der »Schlussregeln«.
Ist A — B eine »Schlussregel«, benotigen wir [IpA — [JpB. Dies bereitet keine grolen
Schwierigkeiten. Die Herleitung ist
FA—B
FOAA—-B) FOAA—B)—OpA—OpB
FOpA — OB ’
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Fiir »Schlussregeln« mit zwei Pramissen wiirden wir aber gerne das Theorem
Or(A—-B—-C)—UrA - 0OrB—0OrC (SBB)

zur Verfiigung haben.
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Fiir »Schlussregeln« mit zwei Pramissen wiirden wir aber gerne das Theorem
OrA—-B—-C)—-OrA—-OrB—OrC  (SBB)

zur Verfiigung haben. Dazu wird zunéchst der Hilfssatz
UaUrA — B) — UaA(OrA — OpB) (HSB)

abgeleitet. Die Herleitung ist

+ OpA — B) — OrA — OB
FOAOr@A —B)—OrA—0OpB)  FOx@' —B') —OpA’ — OpB’
F OaOr(A — B) — Oa(OrA — OpB)

mit
A':=0rA - B),
B':=(OrA — OrB).
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Insofern A, B ausschweifend werden, bietet es sich an, die Schreibweise

FA—-B FA

FA
B T als Abkiirzung fiir g

zu nutzen, wobei T den Name des Theoremschemas meint, aus dem das Theorem A — B
hervorgeht.
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Insofern A, B ausschweifend werden, bietet es sich an, die Schreibweise

FA—-B FA

FA
B T als Abkiirzung fiir g

zu nutzen, wobei T den Name des Theoremschemas meint, aus dem das Theorem A — B
hervorgeht. Analog

A +B FA—-B—-C FA
—F¢ ' fw FB—C B
FC

wobei T das Schema meint, aus dem A — B — C hervorgeht.
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Es findet sich

GS
Ou0rA—B—C)
Abs
DA/ B'DF(A — B — C)
: HSB G
DAr’Br(D[‘A s DF(B - Q) DBIDFA
SB —— — Abs
O, p0rA — Oy pOr@B — C) O pOrA
= DAr,Br\:\r(B —C)
H
+Oar @rB —OrC)
SE
F Oar(OrA — OpB — OpC)
SE
FOg(Or(A—B—C)—UOrA - OrB —0OrC)
Lift
FOr@A—B—C) — A —OB—0C

S

SB

mit
A" :=0Or(A—-B—-0),
B':=0rA.
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Zu jeder »Schlussregel« der Form A — B — C gelingt nun die Herleitung
FA—-B—-C
FOAA—-B—C0C)

SBB.
FOAA — OAB — OpAC
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Zu jeder »Schlussregel« der Form A — B — C gelingt nun die Herleitung
FA—-B—-C
FOAA—-B—C0C)

SBB.
FOAA — OAB — OpAC

Folgende Konvention. Ist T der Name des als Schlussregel aufgefassten
Theoremschemas A — B, so sei MT der Name des Theoremschemas [InA — [IpB.

Ist T entsprechend der Name fiir A — B — C, so sei MT der Name fiir
OpA — OpAB — OpC.
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Ubrigens kénnen wir diese zuléssigen Regeln

FA—B FA—-B—-C
FOAA — OpB’ FOAA — OB —OpAC

nun ebenfalls als Theoremschemata ausdriicken. Hierzu findet sich

Ug(A — B) — UpA — LB, (ME1: Metaregeleinfithrung, 1 Pramisse)
Og(A —B—C)—[LpAA - UOpB —[LAC. (ME2: Metaregeleinfithrung, 2 Pramissen)
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Die Herleitung von ME1 ist zum Beispiel
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Ubrigens kénnen wir diese zuléssigen Regeln

FA—B FA—-B—-C
FOAA —OpB’ FOAA — OB —OpAC

nun ebenfalls als Theoremschemata ausdriicken. Hierzu findet sich

Ug(A — B) — UpA — LB, (ME1: Metaregeleinfithrung, 1 Pramisse)
Og(A —B—C)—[LpAA - UOpB —[LAC. (ME2: Metaregeleinfithrung, 2 Pramissen)

Die Herleitung von ME1 ist zum Beispiel

GS
|_ DDg)(A—*B)Dw(A —'B)
MAbs
l_ \:‘DQ(A_,B)DA(A —>B)
M
= DI:L;(A—»B)(DAA — [AB)
S
F Op(0p(A — B) — OpA — OpAB)
Lift.
FOgA—B)—UpA—TpB

SB

E
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Wir kénnen nun die Schnittregel als Theoremschema
Or,aB—UrA—0OrB

herleiten. Es findet sich
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Wir kénnen nun die Schnittregel als Theoremschema
Or,aB—UrA—0OrB

herleiten. Es findet sich

-GS
F0oy ,8Ur, B

SE

M
Op, ,s0r@A — B)

MSB
+0g, ,80rA —0OrB)

S.

F Op(Op, 4B — OpA — OpB)
Lift.

FOp4B—COrA—OrB

E
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Nun sind wir befdhigt, die am Anfang beschriebene Herleitung zu formalisieren. Aus
dem Axiom DA,B(A A B) soll mithilfe der »Schnittregel« die »Regel«

OrA — OrB —Op(AAB)

abgeleitet werden. Es findet sich der Herleitungsbaum
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Nun sind wir befdhigt, die am Anfang beschriebene Herleitung zu formalisieren. Aus

dem Axiom DA,B(A A B) soll mithilfe der »Schnittregel« die »Regel«
OprA — OpB — Or(AAB)

abgeleitet werden. Es findet sich der Herleitungsbaum

_ —FFF GS
= DA,B(A/\B) = DDFBDFB
Abs MAbs
= DF,A,B(A/\B) = DD]"BDF,AB
Abs —F—  GS
FDADF,A,B(A/\B) FDADF’AB '_DDFADFA
MSchnitt ———  Abs
FDADF A(A/\B) I—DADFA
4 MSchnitt
FOALOr(A AB)

SE
FOn,.4(rB — Or(A A B))
SE
= Dg)(DrA — DrB — DF(A /\B))
Lift
= DFA — DFB — DF(A AB)

mit A :={OpA,OpB}.

39



Da ist schon ein wenig umsténdlich. Wo die restlichen »Regeln« des natiirlichen
Schlieflens zur Verfiigung stehen, kann man alternativ

Og(A—B—~ANAB)
herleiten, und gelangt damit via ME2 kurzerhand zu

OrA — OpB — Or(A AB).
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Eine Vereinfachung
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ZuTl ={H;,...,Hp} setzen wir H := H1 A ... AHp, und dirfen [IrA iberall gegen [lzA
ersetzen, da diese beiden Formeln dquivalent sind.
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ZuTl ={H;,...,Hp} setzen wir H := H1 A ... AHp, und dirfen [IrA iberall gegen [lzA
ersetzen, da diese beiden Formeln dquivalent sind.

Weiterhin sind OgA und Og(H — A) dquivalent, womit (A tberall gegen Og(H — A)
ersetzt werden darf.
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ZuTl ={H;,...,Hp} setzen wir H := H1 A ... AHp, und dirfen [IrA iberall gegen [lzA
ersetzen, da diese beiden Formeln dquivalent sind.

Weiterhin sind OgA und Og(H — A) dquivalent, womit (A tberall gegen Og(H — A)
ersetzt werden darf.

Es wird [A :=[JgA geschrieben, da dies weniger umsténdlich ist.
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Die Einfithrung und Beseitigung der Subjunktion wird nun beschrieben durch

OHAA—-B)—LH —A—B),
0OH—-A—-B)—0H—-A)—LH - B).
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Die Einfithrung und Beseitigung der Subjunktion wird nun beschrieben durch

OHAA—-B)—LH —A—B),
0OH—-A—-B)—0H—-A)—LH - B).

Sie geben sich nun als nezessisierte Formen der Schemata

(HANA —B)—(H—A—B),
(H—-A—-B)—(H—-A)—(H—-B)

zu erkennen.
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AuBlerdem bestehen die Schemata
[0 — B) — (A — OB),
0JA—A,

[OA — [OOA.
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AuBlerdem bestehen die Schemata
A — B) — (0A — [OB),
0JA—A,

[OA — [OOA.

Dies sind die Axiome der Modallogik S4.
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Das letzte Schema darin ist neu, aber intuitiv verstindlich: Wenn A ein Theorem ist, ist
es auch ein Theorem, dass A ein Theorem ist.
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Das letzte Schema darin ist neu, aber intuitiv verstindlich: Wenn A ein Theorem ist, ist
es auch ein Theorem, dass A ein Theorem ist.

Wir bleiben skeptisch, rechnen |= (Cl1A — [JC1A) lieber nach.
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Das letzte Schema darin ist neu, aber intuitiv verstindlich: Wenn A ein Theorem ist, ist
es auch ein Theorem, dass A ein Theorem ist.

Wir bleiben skeptisch, rechnen |= (Cl1A — [JC1A) lieber nach.

Sei .# fest, aber beliebig. Aus .# |= [JA ist .# |= (JTJA zu folgern, also .#’ |= [JA fiir jedes .#/,
also .#" |= A fiir jedes .#". Laut Pramisse gilt _# = A fiir jedes _#. Wir spezialisieren
beziiglich ¢ :=.#" und sind fertig.
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Bilanz
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Ist dies nicht ein wenig umsténdlich?
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Ist dies nicht ein wenig umsténdlich? Es mag auf den ersten Blick so erscheinen.
Dagegen spricht allerdings folgendes.

m Der Aufwand konzentriert sich eigentlich nur auf die Herleitung einer Reihe von

Hilfssatzen. Der Rest lauft ab wie zuvor im herkommlichen natiirlichen Schlieflen.

m Der Verifizierer wird eleganter, da die Zahl der Schlussregeln auf zwei reduziert
wird. Gleichzeitig wird erméglicht, durch die Wahl unterschiedlicher
Axiomenschemata alternative Systeme von »Schlussregeln« aufzustellen.
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Ist dies nicht ein wenig umsténdlich? Es mag auf den ersten Blick so erscheinen.
Dagegen spricht allerdings folgendes.

m Der Aufwand konzentriert sich eigentlich nur auf die Herleitung einer Reihe von
Hilfssédtzen. Der Rest 14uft ab wie zuvor im herkémmlichen natiirlichen Schliefen.

m Der Verifizierer wird eleganter, da die Zahl der Schlussregeln auf zwei reduziert
wird. Gleichzeitig wird erméglicht, durch die Wahl unterschiedlicher
Axiomenschemata alternative Systeme von »Schlussregeln« aufzustellen.

Allerdings ist diese Metalogik recht schwach. Es konnen nur ableitbare Schlussregeln
hergeleitet werden, nicht aber andere denkbare zuldssige. Eine Regel wird zuléssig
genannt, wenn es ein Verfahren gibt, dass diese auf die Anwendung der verfiigbaren
Regeln zuriickfiihrt. Zur Konstruktion so eines Verfahrens miisste aber strukturelle
Induktion iiber den Aufbau von Formeln und Beweisen zur Verfiigung stehen. Damit
einhergehend wére wohl zudem ein Rattenschwanz an Hilfsbegriffen und Mechanismen
erforderlich.
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