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1 Grundlagen

1.1 Logisches SchlieRBen

1.1.1 Natiurliches SchlieRen

Logische Schlussregeln

Einfuhrung Beseitigung
r-A r"rB rNFAAB THAAB
Konjunktion
rr”"rFAAB rFA (]
. . rFA -8B r’FAvB r"ArC rr”,BrcC
Disjunktion
r-rAvB TFHAVB r,r,hr’rc
. rArB r’FA=_B kA
Implikation _
r’FA=_.B rreB
. MAEL r--A rreA
Negation
r--A rr'el
. r’FA=_B MFB=>A rN‘A=B TrA<B
Aquivalenz
rrrrAeB rNKA=B TFEB=A
Uni | (x ¢ FV(IM) FFvx: A
niversalq. —(x _—
9 Mr-vx: A MEA[x:=t]
. MFA[x:=t] M-3x: A r"ArB
Existenzq. _ (x ¢ FV(T, T, B))
M-3x: A rr'eB

Strukturelle Schlussregeln

Abschwachung Vertauschung Kontraktion

rr'rB

rAT’ B

rABT T FC

rAAT kB

rB,AT FC

rAT FB




1 Grundlagen

Logische Axiome

IAﬂomlJ.BgMFJLWFA
IAﬁomlJ.BgMFFT.

Axiom 1.3 (EFQ: Ex falso quodlibet). Eine falsche Aussage impliziert jede belie-
bige Aussage, kurz

FL=>A.

Bemerkung: Dieses Prinzip erlaubt Programmterme mit leerem Pattern matching, so
dass ein Zeuge fur 0 — A konstruiert werden kann.

Axiom 1.4 (LEM: Satz vom ausgeschlossenen Dritten).
Entweder gilt eine Aussage, oder ihre Negation gilt, kurz

FAv -A.

Bemerkung: Zur Schaffung von Klarheit sollte ein Beweis die Markierung LEM bekom-
men, wenn transitive Abhangigkeit zu diesem Axiom besteht. Verzichtet keiner der
Beweise eines Satzes auf LEM, sollte der Satz ebenfalls mit LEM markiert werden.

Axiom 1.5 (DN: Beseitigung der Doppelnegation).
Die Doppelnegation einer Aussage A impliziert die Aussage A, kurz

F--A=>A.

Axiome zur Gleichheit
I Axiom 1.6 (Reflexivitat). Es gilt F x = x.

Axiom 1.7 (Symmetrie). Es gilt F x =y = y = x. Infolge gilt die Schlussregel

FrNEx=y
FrFy=x

Axiom 1.8 (Transitivitat). Es gilt - x =y A y = z= x = z. Infolge gilt

FrEx=y Mry==z
rrkx=z '

Axiom 1.9. Es gilt F x =y A P(x) = P(y). Infolge qilt

FrEx=y Ik P(x)
r - P(y) '

Axiom 1.10. Es gilt F x =y = f(x) = f(y). Infolge qilt

FkEx=y
FEFO) =fy)



1.1 Logisches SchlieBen

1.1.2 GesetzmafBigkeiten

Satz 1.11 (Deduktionstheorem fiir Sequenzen).
Es gilt ', A+ B genau dann, wenn ' A = B.

Beweis. Es findet sich:

rArB r’FA=B AFA
rFA=_B rAFB m|

I Satz 1.12. Sofern F A & B gilt, ist '+ A dquivalent zu 'k B.

Beweis. Es findet sich:

FAeB FAeB
'FA FA=B r'-B FB=A
M-8 Nr-A O

I Satz 1.13. Die Sequenz I'A A B+ C gilt genau dann, wenn I',A,BF C.

Beweis 1. Laut den Beweisbaumen
NABEC
NMAFB=>C AABFAAB
NAABFC AFA BFB Fr’FA=>(B=>C) AABFA AABFAAB
Fr’FAAB=>C ABFAAB NAABFB=C AABEB
rNABEC MAABEC

gehen die beiden Sequenzen gegenseitig aus sich hervor.O

Beweis 2. Es gilt

(T AABFC) < (TFAAB=0), (Satz 1.11)
(r AL BFC) < (FrFA=B=0), (Satz 1.11)
FAAAB=>C0)=(A=>B>=0(0). (Satz 1.38)

Mit Satz 1.12 folgt somit die Behauptung.o

Satz 1.14 (Sequenzen erzeugen Schlussregein).
Gilt A+ B, dann darf von ' A auf I' - B geschlossen werden.

Beweis. Es findet sich:
AFB

FA=>B TFA
=B O

Satz 1.15 (Sequenzen erzeugen Schlussregein).
Gilt A;,...,Ap F B, dann darf auf ' F B geschlossen werden, falls ' - A flr jedes k
von k =1 bis k =n qilt.

Beweis. Flr n = 2 findet sich sich:
A1,A>FB
A1FA, =B
FA1=>A>=>B kA,
A, =B M-A>
r'-B

FUr héhere n verlauft der Beweis analog.O



1 Grundlagen

Satz 1.16 (Kontraposition, Modus tollens). Es gelten die Schlussregeln

rHA=B rrA=B TIF-B
M-=B=-A’ M E—A '

Beweis. Es findet sich:

Fr’FA=B AFA

-BF-B rAFB
r-BAFL rFA=B
r,—BF-A rr-B=-A I"r-B
FF—-B=-A M E-A O

Satz 1.17 (Modus tollendo ponens). Es gilt die Schlussregel

FrFAVB TF-A
rr'+-B

Beweis. Es findet sich:

MF—A AFA
MAFL
EFQ
r-r-AvB  T,AFB _ BFB

r,rrB

Mit EFQ ist Axiom 1.3 gemeint.O

Satz 1.18 (Kettenschluss). Es gilt die Schlussregel

r-rA=2=. Mr-B==C
rNr"rEA=C '

Beweis. Es findet sich:

r’FA==B AFA
MrB=C NAFB

rr’,ArC
rr’rA=C O

Satz 1.19 (Klassische Reductio ad absurdum). [LEM]
Es qgilt die Schlussregel

r-AF_L
r'HA
Beweis. Es findet sich:

M-AFL
rk—=—A_

rFa O

Die genutzte Regel DN gilt lediglich klassisch. Zu DN aus LEM siehe Satz 1.23.0

10



1.1 Logisches SchlieBen

Satz 1.20 (Konstruktives Dilemma). Es gilt die Schlussregel

rFAvC T[MFA=B TI”+C=D
rr,r”+BvD '

Beweis. Es findet sich:

MFA=>B AFA T"+FC=>D CFC

r",ArB r’,CrD
rNFAvC r",ArBvD r”,C-BvD
r,r,r'eBvD O

Satz 1.21 (Destruktives Dilemma). Es gilt die Schlussregel

r’-r-Bv-D T[I"FA=>B TI”FC=>D
rr,rr-Av-C '

Beweis. Es findet sich:

MFA=B , _[MkC=>D ,
(k=Bv-D MF=B=-A " F-D=-C

M, F=Av-C

Hierbei gilt (1), (2) gemaBl Satz 1.16 und (3) gemaR Satz 1.20.0

Satz 1.22. Die beiden Schlussregeln

Fr’Ex=y Fr’Ex=y "k P(x)
Mk P(x) & P(y)’ r, T FP(y)

sind aquivalent.

Beweis. Sie gehen aus sich hervor:

NrMNkEx=y lrNEx=y PX)FEP(X) TkEx=y P(y)FP(y)
M- P(x) & P(y) rP(xX)F P(y) I, P(y) F P(x)
Fr-P(x)=P(ly) IFP(x) M= P(x) = P(y) e P(y) = P(x)

I, FP(y) M P(x) = P(y) O

I Satz 1.23. Die Axiome 1.4 (LEM), 1.3 (EFQ) implizieren Axiom 1.5 (DN).

Beweis. Es findet sich:

——AF-—A -AF-A
~—A,-AFL
F-AVA —=A,—AFA AFA

—-AFA

ZukF -AvA=(--A=A) Gemal Axiom 1.3 (EFQ) existiert ein Zeuge exfq(A) fur
0 — A. Damit I&sst sich der Programmterm

(A—0)+A—((A—0)—>0)—A, s— match s{?”'f = g = exfq(A)(9 (),
inra— g — a.

konstruieren. O

11



1 Grundlagen

Satz 1.24 (Resolution). Es gilt die Schlussregel

rFAvB TIF-AvC
rr"eBvC '

Beweis. Der Beweisbaum:

—“AF-A AFA

A -AF L
MF-AvC A -AFC CFC
M,AkFC BFB
r-AvB MAFBvC BFBvVC
NFBvVC O

Satz 1.25. [LEM] Es gilt die Schlussregel

r-ArB r",ArB
rr'eB

Beweis. Es findet sich:

FAv =A™ I -AFB I AFB
FTFB o

Satz 1.26. Die beiden Schlussregeln

rrAAB T’,AFC rrAAB T’,BFC
rr'ecC ' rr'ecC

sind zulassig.

Beweis. Es findet sich:

r-aaB [ AFC r-aaB [I".BFC
rFA TIMFA=C rrB IMFB=>C
e e O

Satz 1.27. Die Schlussregel

rAFC r",BrC
rr',AvBrC

ist zulassig.
Beweis. Es findet sich:

AvVBFAVB T,A-C TI',BFC
r,r,AvBrcC m|

12



1.1 Logisches SchlieBen

Satz 1.28 (Ersetzungsregel). Es gelten die beiden aquivalenten Regeln

r-A<B=s FrFAeB  TMFP(A)
Mk P(A) & P(B)' I+ P(B)

Beweis. Zur Aquivalenz der beiden Regeln:

r-A<a=s rNAs=B PA)FPA) THASB P(B)FP(B)
M P(A) & P(B) I,P(A)F P(B) I, P(B)F P(A)
F'FP(A)=P(B) T"FP(A) "+ P(A) = P(B) "+ P(B) = P(A)
r, "+ P(B) "+ P(A) & P(B)

Wir fGhren nun eine strukturelle Induktion tUber den Formelaufbau durch. Ist P(X) :=¢
bezlglich der atomaren logischen Variable X definiert, gilt P(t) := @[ X:=t], wobei mit
e[ X:=t] die Substitution jedes freien Vorkommens von X durch die Formel t gemeint
ist. Die Behauptung wird in der Form

FrFtet
M- o[ X:=t] @ p[X:=t']

geschrieben und es werden die Abklrzungen
A:=g[X:=t], A :=9¢[X:=t'], B:=y[X:=t], B :=y[X:=t']

definiert. Zunachst die Basisfalle. Die Formeln ¢ := L, ¢ := T und ¢ := v mit atomarer
Variable v # X bleiben von der Substitution unbetroffen und sind offenkundig zu sich
selbst aquivalent. Fir v = X erhalt man schlicht die Pramisse.

Zum Induktionsschritt. Man hat nun

(p AP Xi=t]l=p[X:=t] A Y[X:=t]=AAB

usw. Induktionsvoraussetzung sei also 'F A < A’ und 'k B < B’. Zu zeigen ist, dass
dann ebenfalls

FFAABSA AB, THA=B)o (A =B), M- (Vx: A) < (Vx: A),
MFAVBoA' VB, THASB) oA oB), TF@Ax:A) o @x:A)

und ' =A & —A’ qgilt. Zur Negation:

FFA & A FFA A
FFA = A FFA= A’
F-A=-A" —AF-A TE-A'=-A -AF-A
M,—AF—A r,-A’F -A
FF—A= A MF—A" = —A
M —A e -A

Zur Konjunktion:

r’FAe=A” AABFAAB THFB&B' AABFAAB
FrFA= A’ AABFA r'kB=B’ AABFB

rAABEA rAABFB’
FAABFA"AB analog
Fr’FAAB=>A’AB’ Fr’FA’AB’'=>AAB

FrFAAB&A AB

13



1 Grundlagen

Zur Disjunktion:

rFAsA’ r'-B<B’
rrAA’” AFA THFB=>B’ BFB
rAFA rBrFB
AVvBFAVB rARA v B’ rBFA’vB’
NAVBEA" v B’ analog
rFAvB=A"vB r’FA’vB’=>AvB

FrFAvBe A vB

Zur Implikation:

rFAsA’
Fr’FA/=>A A'FA
rN-B=B" A=>BFA=B rA FA
r-B=B’ rA=BFB
A= B,A'FB’
rA=BFA =B’ analog
rNFA=>B)=(A’"=>B’) r-(A’=B)=(A=B)

rN-(A=>B)=(A’=>B)
Zur Aquivalenz:

r’FA=A” TFBeB THFASA” THBe B

NrAsBFA =B’ NMA<BFB = A’
NrAsBFA B’ analog
r-(A<=B)=> (A’ B’ rN-(A’ B’)=(A<B)

rNf(A=B)= (A =B)
Zur Universalquantifizierung:

Fr’FAs A Vx:AFVX: A
FrHA= A’ Vx:AFA

rvx:ARA’
MVx:AkRVx: A Ocg FV) analog
M (Vx: A)=> (Vx: A) M- (Vx: A) = (Vx: A)

M- (vx: A) & (Vx: A)

Zur Existenzquantifizierung:

r’FAs A’
FrFA=s A’ AEA
rAFA’
dx:AF3Ix: A rAF3x: A
Max: AF3x: A/ O & FV(D) analog
F-(Ax: A)= (3x: A') M-(Ax: A) = (3Ax: A)
Nr-(Ax: A) = (@x: A)

Die Forderung x ¢ FV(I') kann immer erflllt werden, indem die Variable an den Stellen,
wo sie gebunden vorliegt, in eine frische umbenannt wird. O

14



1.2 Aussagenlogik

1.2 Aussagenlogik

Satz 1.29 (Tautologie zum Modus ponens).
Esqit (A=B)AA=B.

Beweis 1. Zur Abklrzung sei I' :=[(A = B) A A]. Der Beweisbaum:

FFA>B)AA TF(A=SB)AA A=>B)AA (ASB)AA'
FFA=B FFA A=B A
FFB B .
F(A=B)AA=>B (A=>B)AA=>B

Der Programmterm:
(A-B)xA—B, (f,a)—f(a).O
Beweis 2 (LEM, boolesche Algebra). Man darf rechnen

(A=>B)AA=>B=-((rAvB)AA)vB=-(-AvB)v-AvB
=-@pvoe=1l,

wobei ¢ :=-A v B.O

Satz 1.30 (Kommutativgesetze). Es gilt

AAB < BAA,
AvVvB < BVA.

Beweis. Zu A A B= B A A. Der Beweisbaum:

AABFAAB AABFAAB AAB  AAB
AABFB AABEFA B A
AABEFEBAA BAA -
FAAB=>BAA AAB=>BAA

Der Programmterm:
AxB—-BxA, (ab)— (b, a).

ZuAv B= B v A. Der Beweisbaum:
—1 —1

AFA BFB 5 A B
AvBFAVB AFBVA BFBVA AvB BvVA BvA~1
AVBFBVA BvA -
FAvB=BVA AVB=>BVA

Der Programmterm:

inl(a) — inr(a),

A+B—-B+A, sHmatChs{inr(b)-—»inl(b).

Vertauschen von A, B erbringt jeweils die umgekehrte Implikation. O

15



1 Grundlagen

Satz 1.31 (Distributivgesetze). Es gilt

AABVC) < (AAB)V(AACQ),
AV(BAC) < (AvB)A(AV D).

Beweis. Es sind vier Implikationen zu bestatigen.
ZUAA(BVC)FAABYVAAC. Programmterm:

inl(b) — inl((a, b)),

Ax (B —AxB+A , (a,8) — tchsq. .
x (B+ C) xB+AxC, (a,s) — matc S{mr(c)-—» inr((a, c)).
ZUAABVAACFEAA(BVC). Programmterm:

inl((a, b)) — (a,inl(b)),
AxB+AxC—=Ax(B+C), s match S{inr((a,c)) — (a,inr(c)).

ZUAV(BAC)F(AvVB)A(AvVC(C). Programmterm:

inl(a) — (inl(a), inl(a)),

A+BxC—-(A+B)x (A+C), s— match S{inr((b,c)) — (inr(b), inr(c)).
ZUAVBYA(AVO)FA V(B AC). Programmterm:

(inl(a),s) — inl(a),
(A+B)x(A+C)—=A+BxC, t—matcht< (inr(b),inl(a)) — inl(a),
(inr(b), inr(c)) — inr((b, c)).

Samtliche Teilaussagen sind bewiesen. O

I Satz1.32.Esgit AAB=>Bund A=A VB.

Beweis 1. Die Beweisbaume:

AABFAAB AFA
AABEB AFAVB
FAAB=>B FA=>AVB

Die Programmterme sind
AxB—A, (a,b)—aq; A—-A+B, a—inl(a).O
Beweis 2 (LEM). Mit boolescher Algebra erhalt man

AAB=>A=-(AAB)VA=-Av-BVvA=1lv-B=1,
A=>AvB=-AvAvB=1vB=1l.0O

16



1.2 Aussagenlogik

Satz 1.33 (Transitivgesetz der Implikation).
Esqilt(A=B)A(B=>C)= (A= 0).

Beweis. Zur Abkirzung sei ':=[(A = B) A (B = C)]. Beweisbaum:

Fr’F(A=B)A(B=>0)

AEFA r-r-A=_B rF(A=B)A(B=>C()
rArB r-B=C_C
rAFC
r’FA=cC
FAA=B)AB=C)=>A=0)

Programmterm:

(A-B)x(B—=C—=(A-0), (f,9)—(a:A)—g(f(a)).O

Satz 1.34 (Tautologie zur Kontraposition).
Es qgilt (A= B) = (—B = -A).

Beweis. Beweisbaum:

A>BFA=>B AFA AosB A
A=B,AFB ~BF —B =5 Ip2
A=>B,-BAF L T
A=B,-BF -A AT
A=BF -B= —A “B= A"’

Programmtermzu (A=B)=>(B=> 1)= (A= 1):
(A-B)—»(B—0)—(A-0), f—g—(a:A)—g(f(a)).O
I Satz 1.35 (Tautologie zur klassischen Kontraposition). [LEM]
Es gilt (A= B) & (-B = —-A).
Beweis 1 (LEM, boolesche Algebra). Es findet sich
A=>B=-AvB=Bv-A=--Bv-A=-B=-A.0O
Beweis 2 (LEM). Sei ' :=[-B = —A]. Beweisbaum:

rF—-B=-A -BF-B

AFA Ir-BF-A
FBv -B BFB NA,-BFB
NAFB
r'FA=-8B

F(-B=>-A)=> (A=>B)
Die umgekehrte Richtung bestatigt Satz 1.34.0
I Satz 1.36. Axiom 1.5 (DN) impliziert Axiom 1.3 (EFQ).

Beweis. Beweisbaum:

1,-AFL 1
1lF-A=> 1 —A=> L
1F—=-A ——A
Y A

Vermittels dn(A) := ((A — 0) — 0) — A findet sich der Programmterm
0—-A, x—dn(A)((f:A—0)—x).0O

17



1 Grundlagen

| Satz 1.37. Axiom 1.5 (DN) impliziert Axiom 1.4 (LEM).
Beweis. Sei I :=[—(A v ~A)]. Beweisbaum:
AFA
r-—-(Av -A) AFAv-A
rAEL
- r=-A
FE=(A vV -A) FEFAvV —A
kL
F—==(Av -A)
FAv -A

DN

Der diesbezugliche Programmterm ist
A+(A—0), dn(A+(A—0))(f— f(inr((a:A)— f(inl(a))))),

wobei f: A+ (A— 0) — 0 sein soll.O

| Satz 1.38.Es gilt (AAB=C) = (A= B= ().
Beweis. Fur von links nach rechts findet sich:
AFA BFEB
AAB=>CFAAB=>C A BFAAB

AAB=>C,ABFC
AAB=>CFA=>B=>C

Fir von rechts nach links findet sich:

AABFAAB
A=>B=>CFA=>B=C AABFA AABFAAB
A=>B=>C,AABFB=>C AABFB

A=>B=>C,AABFC
A=>B=>CFAAB=>C

Die Programmterme sind Schdnfinkeln (Currying)
AxB—-C)-»(A—-B—-C), f—a—b~f(ab)
und Entschénfinkeln (Uncurrying)

A-B—-C)—=(AxB—-C), f—(ab)—f(a)b).O

I Satz1.39.Esqilt(A=B=>C)=>(A=B)= (A= (0)).
Beweis. Sei ' :=[A = B = C]. Es findet sich:

NINFA=B=>C AFA A=>BFA=B AFA
NAFB=C A=>BAFB
NA=B,AFC
NMA=>BFA=C
Fr'F(A=B)=(A=0)
F(A=B=>C)=((A=B)=(A=0))

Der Programmterm:

A-B—-C)—-(A—-B)—»A—-C [f—g—a—(f(a))g(a)).O
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1.2 Aussagenlogik

| Satz 1.40. Es gilt “A A =B = —(A v B).

Beweis. Sei ' :=[—A A —=B]. Es findet sich:

FF—AA-B FF—AA—B
rr-A AFA TF-B  BFB
AVBFAVB FAFL FBFL
FAVBEFL
FF=(AvB)

F—-AA-B=—-(AvB)
Programmtermzu (A= L)A(B=>1)=(AvB)= L:

inl(a) — f(a),

(A—-0)x(B—0)—(A+B)—0, (f,g)—>5HmatCh5{inr(b)Hg(b). o

| Satz 1.41. Es gilt —A v —-B = —(A A B).

Beweis. Es findet sich:

AABFAAB AABFAAB
-AlF-A AABEFA -B} —B AABFB
-Av -BF-Av —-B AAB,-AF L AAB,-BFL

-Av-B,AABF L
-Av -BF —=(A AB)
F-Av -B= —-(AAB)

Der Programmtermzu (A= 1)v(B=> 1)=>(AAB= 1):

inl(f) — (a, b) — f(a),
(A-0)+(B—-0)—>(AxB—0), s— matchs{inr(g) — (a,b) — g(b). O

| Satz 1.42.Es gilt Av B= (-A = B).

Beweis. Es findet sich:

—AF-A ALA

T oAARL_
AVBFAVB -A,AFB BB
AvB,-AFB

AvBF-A=B
FAvB=(-A=B)

ProgrammtermzuAvB = (A= 1) = B:

inl(a) — exfq(B)(f(a)),

A+B—(A—0)—B, s-—»meatchs{inr(b)Hb

Der Schluss EFQ bzw. die Verfuigbarkeit von exfq(B): 0 — B gilt gemaR Axiom 1.3.0
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1 Grundlagen

Satz 1.43 (Assoziativgesetz).
EsqitAA(BAC)S (AAB)AC.

Beweis. Sei ' :=[A A (B A C)]. Der Beweisbaum:

Fr’FAA(BAQ)
Fr’FAA(BAC) FrEBAC r’FAA(BAC)
r'EA r-B r’kBAC
r’FAaAB r=C
Fr’F(AAB)YAC

FAABAC)=>(AAB)AC
Der Programmterm ist
Ax(BxC)—(AxB)xC, (a,(b,c))— ((a,b),c).
FUr die Umkehrung verlauft der Beweis analog.O
| Satz 1.44. Es gilt (A= B) & (A=A A B).

Beweis 1. Der Beweisbaum:

A=>BFA=>B AFA A=>AABFA=AAB AFA

AFA A=>B,AFB A=>AABAFAAB
A=>B,AFAAB A=>AABAFB
A=>BFA=>AAB A=>AABFA=B

F(A=>B)=>A=>AAB FAA=>AAB)=>A=B

F(A=>B)(A=>AAB)
Die Programmterme sind

(A—-B)—-A—-AxB, f—a—(a, f(a))),
(A-AxB)—=A—B, f—a-m(f(a)).

Beweis 2 (LEM, boolesche Algebra). Es gilt die Umformung

A=2AAB=-AV(AAB)=(-AVA)A(mAAB)=1A(A=>B)=A=B.0O

| Satz 1.45. Es gilt =(A < —A).

Beweis. Sei [ :=[A < —A]. Der Beweisbaum:

FFA < -A rFA < -A
Fr’FA=-A ALA r’F—-A=A TF-A
rAEF-A AFA M —=A FFA
rAEFL k1l
r--A F-(A & -A)

Der Programmterm ist

(A—>A—0)x ((A—0)—A)—0,
(f.g) — let h: A — 0 = (a — f(a)(a)) in h(g(h)). O
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| Satz 1.46. [LEM] Es gilt Ae B < (—A < B).
Beweis (boolesche Algebra). Es findet sich die Umformung
“ASB=(mA=>B)A(B=>-A)=(——AvVvB)A(—Bv -A)
=S(AvB)A-B)V(AVB)A-A)=(AA-B)v1L)v(Lv(BAaA-A)
=(AA-B)Vv(BA-A)=Ae®B.O
| Satz 1.47.[LEM] Es gilt Ae B & —(A & B).
Beweis (boolesche Algebra). Es findet sich die Umformung
“(AeB)=-(A=B)AB=>A)=—-((~AvB)A(—BVA))
=-(-AvB)v-a(-BVvA)=(——AA-=B)v (—~—B A -A)
=(AA-B)v(BA—-A)=AeB.O
| Satz 1.48. [LEM] Es gilt (A & (B & () & ((A  B) < 0).

Beweis (boolesche Algebra). Zur Abkirzung schreiben wir AB anstelle von A A B,
und A anstelle von —A. Fur die linke Seite findet sich die Umformung

AsBeC0) =A< (BCVvBC)=A(BCvBC)vA(BCYBO)
=A(BCvBC)VvABvC)BvC)=ABC v ABC v ABC v ABC.

Die rechte Seite formt man analog in dieselbe disjunktive Normalform um. o

I Satz 1.49.[LEM] EsqgiltAe (Be C) & (A< (B < 0)).

Beweis. Es findet sich die Umformung

Ao (BoC) 2 Ao ~(BoC)2A o ——(BeC)=A o (B o 0)

Hierbei gilt (1) laut Satz 1.46, und (2) laut Satz 1.47.0

| Satz 1.50. [LEM] Es gilt Ae (BeC) = (AeB)e C.

Beweis. Es findet sich die Umformung

(2)

1IKS)

1 3
AeBoCO) 2AcBol)2UeB) eCc (AeB)ecC.

Hierbei gilt (1), (3) laut Satz 1.49, und (2) laut Satz 1.48.0O
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1 Grundlagen

1.3 Pradikatenlogik

Definition 1.1 (Beschrankte Quantifizierung).
(VxeM: P(x)) <= Vx:(x e M= P(x)),
(IxeM: P(x)) = 3IAx: (x €M A P(x)).

Satz 1.51 (Allgemeine Distributivgesetze). Es gilt:

AA(Ax: P(xX)) < 3x: (A A P(X)),
Av (Vx: P(x)) < Vx: (A v P(x)).

Beweis. Die Beweisbaume zur ersten Aquivalenz:

. . A A P(a) !
A P(a) A A P(a) P(a)
A A P(a) A Ix: P(x)
dx: P(x) 3Ix: (A AP(X)) " dx: (A A P(X)) A A 3Ix: P(x) "
ax: (A A P(X)) A A 3Ix: P(x)
Die Beweisbdume zur zweiten Aquivalenz:
VX PG
Al P(X) PO "
AV P(x) AV P(x) vx: (AVP(x)) At Vx: P(x)
Av(Vx: P(x)) Vx:(AvP(x)) Vx:(AvP(x)) AV P(x) AVvVxXx:P(x) AvVx:P(x)
Vx: (A v P(x)) ~ AV Vx:P(x) ~1

Die linken Baume zeigen jeweils die Implikation von links nach rechts, die rechten die
Implikation von rechts nach links. O

Satz 1.52. Es qilt
(Ax: P(x) v O(X)) < (Ax:P(x)) v (Ix: Q(x)).

Beweis. Der Beweisbaum zur Implikation von links nach rechts:

P(a)” 0@’
. Ix: P(x) Ix: O(x)
P(@) vO(a) (Ox:P(X)v(3x:0(x)) (Ox:PCY)v(@x:0(x)) "
Ix: P(x) v Q(x) (Ax: P(x)) v (Ax: Q(x)) "
(Ix: P(X)) v (Ix: Q(x))

Der Beweisbaum zur Implikation von rechts nach links:

dx: P(x)" P(a) v Q(a) dx: Q(x)  P(b) v Q(b)
(3x: P(x)) v (3x: Q(x)) dx: P(x) v Q(x) ~? ax: P(x) v Q(x) " ~

dx: P(x) v Q(x)

Man beachte, dass die Zeugen a, b unterschiedlich sein kénnen. o
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1.3 Pradikatenlogik
Satz 1.53. Es gilt:
(Ax: P(xX) A Q(x)) = (3x: P(x)) A (Ix: Q(x)).

Beweis. Sei A :=P(a) A Q(a). Es findet sich:

AFP(@)AQ(a) AFP(a) AQ(a)
AF P(a) AF Q(a)
AF3Ix: P(x) AF3Ix: Q(x)
da:AF3da: A AF (Ax: P(xX)) A (3x: Q(x))
Ax: P(xX) A Q(X) F (3x: P(x)) A (Ax: Q(X))

In Worten: Weil aufgrund der Pramisse ein Zeuge a mit sowohl P(a) als auch Q(a)
vorliegt, dirfen wir schliefen, dass die Existenzaussagen 3x: P(x) und 3x: Q(x) erflllt
sind.O

Satz 1.54 (Allgemeines de morgansches Gesetz 1). Es gilt
(—3Ix: P(x)) < (Vx: —P(x)).
Beweis. Unter Spezialisierung von Satz 1.56 findet sich die aquivalente Umformung

—AX:P(X)=Ax: P(X))=>0=Vx: (P(xX)=0)=Vx: =P(x). O

Satz 1.55 (Allgemeines de morgansches Gesetz 2). Es gilt
(-Vx: P(x)) < (Ix: -P(x)).
Beweis (LEM). Nutzung von LEM und Satz 1.54 gestattet die aquivalente Umformung

-Vx: P(X) = -Vx: -—P(x) = —-—-3x: =-P(x) =3Ax: =-P(x). O

Satz 1.56. Es gilt die Aquivalenz
(Vx: (P(x) = A)) < ((Ix: P(x))=>A).

Beweis 1. Mit den Abklirzungen I := [Vx: (P(x) = A)] und I’ := [(Ax: P(x)) = A]
lauten die Beweisbaume:

Mk Vx: (P(x) = A) P(x) F P(x)
FrEP(a)=A P(@)FP(a) TMF@x:P(x))=>A P(x)F3Ix:P(x)
3x: P(x) F 3a: P(a) rPa)FA M P(x)FA
rax: P(x)FA MEP(x)=>A
Fr-@x: Px))=>A M EVx: (P(x)=A)

Die linke Seite zeigt die Implikation von links nach rechts, die rechte die Implikation
von rechts nach links. O

Beweis 2 (LEM, boolesche Algebra). Unter Nutzung von Satz 1.51 und Satz 1.54
gelingt die Umformung

Vx: (P(xX)=>A)=Vx: (-P(x) vA)=(Vx: =P(x)) VA
=-(Ax: PxX)) VA=(3x: P(X))=A.O
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Satz 1.57 (Kommutativgesetz der Quantoren). Es gilt die Aquivalenz
(Ix:3Ay: P(x,y)) < (Fy: IAx: P(x,y)).

Beweis. Sei I :=[3x: 3y: P(x, y)]. Beweisbaum:

P(a,b) F P(a,b)
P(a,b) F3x: P(x, b)
dy: P(a,y)F3b: P(a,b) P(a,b)F3y: 3Ix:P(x,y)
M-3a:3y: P(a,y) dy: P(a,y) F3y: IAx: P(x,y)
ME3y: Ix: P(x,y)
F(3Ix: 3y: P(x,y))= (y: Ix: P(x,y))

Der Beweis der Umkehrung verlauft analog.O
Satz 1.58 (Kommutativgesetz der Quantoren). Es gilt die Aquivalenz
(Vx:Vy: P(x,y)) < (Vy: Vx:P(x,y)).
Beweis. Sei I :=[Vx: Vy: P(x,y)]. Beweisbaum:

MEVx:Vy: P(x,y)
MrEVy: P(x,y)
M P(x,y)
Me-vx: P(x,y)
M-Vy: Vx: P(x,y)
F(Vx:Vy: P(x,y))= (Vy: Vx: P(x,y))

Der Beweis der Umkehrung verlauft analog. O
Satz 1.59 (Allgemeine Distributivgesetze). Es gilt:

A A (AXeM: P(x)) < (IxeM: A A P(x)),
AV (VXeM: P(x)) & (VxeM: A v P(x)).

Beweis. Nach Def. 1.1 und Satz 1.51 gilt:

AANIXEM:P(X)=AAIX XEMAPX)=3IX:AAXEMAP(X)
=Ax: XEMAAAP(X)=3IxeM: A A P(X).

Nach Def. 1.1 und Satz 1.51 gilt:
AVVXEM: P(X)=EAVVYX:(XeM=>PX)=AVvVXx:x&Mv P(x)
=SEVX:AVXEMVPX)=Vx: (xeM=Av P(x))
=VxeM: Av P(x).O
Satz 1.60. Es gilt:
(IxeA: dyeB: P(x,y)) < (JyeB: Ax€A: P(x,y)).
Beweis. Nach Def. 1.1, Satz 1.51 und Satz 1.57 qilt:

dxe€A: dyeB: P(x,y)=3Ix: x€AATy:yeB AP(X,y)
=3dx:Ay: X€AAYEBAPX,y)=3y:AIx:yeBAXEAAP(X,Y)
=3Jy:yeBAIxX:x€AAP(x,y)=3yeB: Ix€A: P(x,y). O
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Satz 1.61. Es gilt:
(VxeA: VyeB: P(x,y)) < (VyeB: Vxe€A: P(x,y)).

Beweis (LEM, boolesche Algebra).
Nach Def. 1.1, Satz 1.51 und Satz 1.58 qilt:

VX€EA: VyeB: P(X,y)=Vx: X€A=>Vy:yeB=P(X,Yy)

=YX XEAVVY: yEBVPX,Y)=VX:Vy: xéAvy&BvP(X,y)
=Vy:VX:yE€BVXEAVPX,y)=Vy:y€EBVvVYX:XxX&€AVP(X,y)
=Vy:.yeB=>Vx: xe€eA=P(x,y)=VyeB: VxeA: P(x,y). O

Satz 1.62. Fur eine Aussage P, die nicht von x abhangt, und ein nichtleeres Diskur-
suniversum gilt:

(Ax: P) < P.
Beweis. Nach Satz 1.51 qilt:
Ax:P=3Ix: (LAP)=(3x:1)AP=1AP=P.

Im vorletzten Schritt wurde dabei ausgenutzt, dass fur ein nichtleeres Diskursuniversum
immer (Ix: 1) = 1 gelten muss.O

Satz 1.63. Es gilt
(I3xeM: P) < (M # D) AP.
Beweis. Nach Def. 1.1 und Satz 1.51 gilt:

AxeM: P=3Ax: (XxeMAP)=(Ax: xeM)AP=(M£AD)AP.O

| Satz 1.64. Es gilt (A = Vx: P(x)) & (Vx: A = P(x)).

Beweis. Mit M :=[A = Vx: P(x)] und " :=[Vx: A = P(x)] lautet der Beweisbaum:

FrFA=Vx:P(x) AFA MEVX:A=P(Xx)
FAFVYx: P(x) MFA=>P(x) AFA
rAFP(x) r",AF P(x)
N-A= P(x) r",AkFVYx: P(x)
M:-Vvx: A= P(x) M"FA= Vx: P(x)
FA=>VXx:P(xX))=>(Vx:A=>P(x)) F(Vx:A=P(x))=(A=Vx:P(x))
F(A=>Vx: P(x)) & (Vx: A= P(x)) O

| Satz 1.65. Es gilt P(x) & (Vy: x =y = P(y)).

Beweis. Sei ' :=[Vy: x =y = P(y)]. Es findet sich:

P(X)FP(X) x=ykFx=y

P(x),x=yFP(y) Fr'EVy: x=y=P(y)
PX)Fx=y=P(y) MNkx=x= P(x) Fx=x
PX)FVy:x=y = P(y) I P(x) O
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Satz 1.66 (Leere Wahrheit).
Die Formeln Vx € @: P(x) und —3x € @: P(x) sind gultig.

Beweis. Zur Abkilrzung sei A ;= (x € @ A P(x)). Die Beweisbaume:

Fx¢D xe€e@kxed AF P
XeDF 1 X €O AP(X)
m Fx¢@ AFxe®d
IAx:AF3IAx: A AFL
Fxe®@= P(x) Ix:AF L
FVx: xe@= P(x) F—-3x: A
FVxe@: P(x) F-3Ixed: P(x) O

1.4 Modallogik

1.4.1 Modallogische Axiome
I Axiom 1.67 (K). Es gilt das Schema F O(A = B) = (0OA = OB).

I Axiom 1.68 (T). Es gilt das Schema + OA = A.

I Axiom 1.69 (B). Es gilt das Schema F A = O0A.
I Axiom 1.70 (D). Es gilt das Schema F DA = 0A.
I Axiom 1.71 (4). Es gilt das Schema F 0A = OOA.

I Axiom 1.72 (5). Es gilt das Schema F 0A = O0A.

1.4.2 System K

Definition 1.2 (System K).

Das formale System K ist dadurch festgelegt, dass samtliche Regeln und Axiome
der klassischen Aussagenlogik gelten, und zusatzlich das Axiom 1.67 (K) und die
Schlussregel

FA
—_— (N: Nezessisierungsregel)
FDOA

Definition 1.3 (Moglichkeit).
Man legt QA := ~0O—-A fest, gelesen »moglicherweise A«.

. reo(A=8) . .
Satz 1.73 (Regel K). Die Schlussregel ——  ist im System K zulassig.
N-oA=0B

Beweis. Wird kurzerhand durch den Beweisbaum

Axiom K

Fo(A=B)= (0A=0B) "-o(A=B)
"-oA=0oB

Modus ponens

bestatigt. O
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Satz 1.74 (Regel N*). Fir n > 0 gilt im System K die Schlussregel

A1,...,ApFB
DA1,...,0A, OB’

Beweis. Induktion Uber n. Im Anfang n = 0 nimmt die Regel schlicht die Form der
Nezessisierungsregel an. Der Induktionsschritt wird durch den Beweisbaum

A1,...,An,Ap+1 FB
Ai,...,ApF A1 =B
OA1,...,0An FO(Ans1 = B) ¥
OA1,...,04n FDOAR+1 = OB OAp+1 FOAR+1
0A1,...,0A/,0An+1 FOB

Modus ponens

bestatigt. O

| Satz 1.75. Mit Axiom 1.5 (DN) gilt 0—A < =0A im System K.

Beweis. Mit dem Baum

_— — DN
FB=>—--B B oA F—--B=>B B oA
FO-A= —--0-A Def 1.3 F—--0-A=0-A Def 1.3
FO-A= —0A o F-0A=>0-A o
FO-A < —0A

ist die Ableitung gefunden.n

I Satz 1.76. Mit Axiom 1.5 (DN) gilt ¢—A < —D0A im System K.
Beweis. Der Beweisbaum

FA= ——A Fo—ASA

Nezessisierung —————————— Nezessisierung

Fo(A= —--A) Fo(——A=A)

K
FOA=>0--A "y FO--A=DA "y
Kontraposition Kontraposition

F-O0--A= -D0A F-0A = -0--A
|‘<>—'A3—'E|A Def. 1.3 |‘—'I:|A=<>—'A Def. 1.3

FOo—-A < —-DOA

zeigt die Ableitung.O

I Satz 1.77. Im System K gilt O(A = B) = (0A = ¢B).

Beweis. Mit dem Baum

Kontraposition

F(A=>B)=> (—-B> —-A)
Fo((A= B)=> (—B > —-A))
OA=>B)FOA=B8) FOlA=B)=0(-B= —A) "
O(A=B)Fo(—-B = —-A) .
O0(A=>B)FO-B=>0-A
o(A=B)F-0-A= —-O-B
O0(A=>B)F A= ¢B
FO(A = B)=> (0A= ¢B)

Nezessisierung

Kontraposition

Def. 1.3

ist die Ableitung gefunden.o
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1 Grundlagen

I Satz 1.78. Im System K gilt ¢(A A B) = QA und ¢(A A B) = ¢B.

Mithin gilt ¢(A A B) = 0A A OB.
Beweis. Der Beweisbaum:

FAAB=>A
F-A=-(AAB)
Fo(—A= —-(AAB))
Fo-A=0-(AAB)
F—-0-(A A B)= -0O0-A

FO(AAB)= QA

Kontraposition

Def. 1.3

Nezessisierung

Kontraposition

FO(AAB)=0A FO(AAB)=> B
Q(AAB)F QA O(AAB)FOB
Q(AABYFQA A OB
FO(AAB)= QA A OB

Der Beweis der zweiten Formel verlauft analog. o

1.4.3 System T

Satz 1.79. Mit Axiom 1.5 (DN) ist die Hinzunahme von Axiom 1.68 (T) zum System K
aquivalent zur Hinzunahme des Schemas + A = ¢A.

Beweis. Die Ableitungen

F—--A=-0-A
F--A=0A

Def. 1.3

F-A=0-A "

AF--A
FB=908 _ __, _DAFO--A
DA -—-0--A

F=0-A= —-A

DA"_'O_'A Def. 1.3

AF—-A

AE QA
FA=> QA

bestatigen das Gesagte.O
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1.5 Metatheorie der Logik

1.5 Metatheorie der Logik

1.5.1 Klassische Aussagenlogik

Definition 1.4 (Ableitbare Formel).

Eine Theorie sei eine beliebige Menge von Formeln. Es sei T eine Theorie. Wir nennen
eine Formel ¢ ableitbar aus T, kurz T I ¢, wenn es eine endliche Teilmenge '€ T
gibt, so dass die Sequenz I" > ¢ ableitbar ist.

Satz 1.80. Sei I endlich. Es gilt ' ¢ genau dann, wenn I" > ¢ ableitbar ist, kurz

FTFep) = (FT>9).

Beweis. Es gelte I' F ¢. Somit existiert " € " mit " > ¢. Per Abschwachungsregel
erhalt man I > ¢.
Es sei umgekehrt I' > ¢ ableitbar. Man wahle schlicht I' € I" als Zeuge flr die endliche

Teilmenge. Es folgt 'k ¢.0O

I Satz 1.81. Es gilt F ¢ genau dann, wenn > ¢.

Beweis. Korollar zu Satz 1.80 mit ' =@.

Definition 1.5 (Klassische Semantik).
Sei V die Menge der Variablen. SeiI: V — {0, 1} eine Belegung mit Wahrheitswerten.
Man definiert I |= ¢, sprich »I erfullt ¢«, rekursiv als

(IFvVv) = I(v),

(IF-9) = ~(UFo)
IFory) = (IEFAUE=EY),
IFevy) = U= VvUEY,
IFe=>y) = (I=Fp)=>UEY),
IFeeoy) = (IFo)=UEY),

wobei der jeweilige Junktor der rechten Seite per Wahrheitstafel definiert ist.

Definition 1.6. Man definiert auBerdem noch die Abkirzung

UEA01,....0n}) ;= (IE@e1)A... AU 0n).

Definition 1.7 (Giiltigkeit in der klassischen Aussagenlogik).
Man nennt eine Formel ¢ glltig im Kontext I, wenn sie erflllt ist, sofern samtliche
Formeln des Kontextes erflllt sind. Kurz

FEe) = VI:(I=N=>UF9e).
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1 Grundlagen

Satz 1.82 (Korrektheit des natiirlichen SchlieBens).
Aus It ¢ folgt I' |= @.

Beweis. Strukturelle Induktion Uber die Konstruktion von Beweisen. Zu bestatigen ist
zunachst das Axiom der Grundsequenzen als Induktionsanfang. Des Weiteren ist die
Abschwachungsregel zu verifizieren.

Zu den Grundsequenzen Zur Abschwachungsregel
1 -1 =2
I|=rU{(P} Def. 1.6 F|=(p Def. 1.7 wDeflﬁ

IENAUEe) IEN=>0Fe) I=r o
IEo I=o
~1 ——————— ~2, Def. 1.7

(Erule)=UFo) rufyyEe ™ =

ru{elkEe o FEe)=>Tu{y} o)

Nun zu den Schlussregeln fur die Junktoren.
Zur Einfuihrung der Konjunktion

r |= L Def. 1.7 1 r |= (/} Def. 1.7 1
IEN=>U0F9) I=r dEN=0EFY) I=r"
IEo 1=y
CEQATEY)
IEeny
I=EN=>UEFeAry)
r |= oA w Def. 1.7
Zur Beseitigung der Konjunktion Zur Einflihrung der Implikation
—_— 1 ——/—2
CEoay . ru{e}=y IET Ik
IEN=>Uk=FeAry)  IET I=Tu{e})=>Ul=y) Il=Tu{e}
IEQAY IEy
Def. 1.5 ~2
TEQATEY) (EQ=>UTEFP
Def. 1.5
IEe IEp=>y
CEN=>0EF® (EN=>0Fe=¢)_
F=o FrEe=y

Die Bestatigung der restlichen Schlussregeln verlauft analog.o
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1.5.2 Modallogik

Definition 1.8 (Kripke-Modell).

Ein Kripke-Modell ist ein Triplel M = (W, R, V). Es ist W eine nichtleere Menge von
Welten, auch Universum genannt. Es ist R € W x W eine beliebige Relation, auch
Zuganglichkeitsrelation genannt. Es ist V eine Bewertungsfunktion, die je Welt w e W
einer jeden logischen Variable v einen Wahrheitswert V(w, v) € {0, 1} zuordnet.

Sei M = (W, R, V) ein Kripke-Modell. Man definiert M, w |= ¢ rekursiv als

Definition 1.9 (Kripke-Semantik der Modallogiken).
M, wl=v) < V(w,vV),
Mwl=l) < 0,
MwlT) = 1,
M, wi=-9p) &= ~(M,w=9),
MwEeAY) &= M wE@Q)A M, w=y),
MwEevYy) = MwEQ)vMwl=y),
MwlEe=>y) = M wi=e)=>WM, wi=y),
MwEeey) = Mwi=e=>¢9)AM W=y =9),
M, w=0p) < VYW e W: R(w,w)= M, W |=9¢),
M, w = oy) < Iw e W:R(w,w)A M, W = o).

Definition 1.10. FUr einen Kontext ' = {¢@1,...,¢n} definiert man

MwlET) = M,wlm@1)A... A(M,w |=¢p).

Die M = (W, R, V) seien Kripke-Modelle, wobei der Rahmen (W, R) ggf. eine fur die
jeweilige Modallogik spezifische Rahmenbedingung erfillen soll. Man definiert die
Gultigkeit einer Formel ¢ im Kontext I' als

M=) = VM:VweW: (M,wl=T)=>(M,w|=9).
Definition 1.12 (Rahmen).

Ein Rahmen ist ein Paar F = (W, R), wobei W nichtleer und R eine binare Relation auf

| Definition 1.11 (Gultigkeit bezuglich Kripke-Semantik).
| W ist. Ein Modell M basiert genau dann auf F, wenn M = (W, R, ) gilt.
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1 Grundlagen

Satz 1.83. Ein modallogisches System darf die Abschwachungsregel
ey
Foky

enthalten.

Beweis. Wir schreiben w |= als Abklrzung flir M, w |=. Der Baum

FEy
YweW: (wl F')=>(W|=ll/)Def'1'11 wew' w|=FU{(p}2D £.1.10
(wEN=WEY) wier
Wiy -
(wi=Tu{p})=>(WEY) o
IM:VweW: (wirTu{eh)=>WwkEy) .

ru{e} =y

bestatigt die Aussage O

Satz 1.84. Ein modallogisches System darf die Schlussregeln

[ ) My Fr’Fe Ay Fr’Fe Ay

FrFoay Fko Fky

enthalten.

Beweis. Wir schreiben w |= als Abklrzung fir M, w |=. Die Baume

M=o
VweW: wWEN=>wE ' wew!
wWEN=WE) WiET’ analog
W= W=y
WEQAWEY |
wEQAy
wWEN=MWkEeAY) "
VM. VweW:(wl=N=>WlkeA w)Def ™
F=oAy .
und
FEeAyY
VweW:(w|=F)=>(w|=q>/\tp)De“'11 wew' ,
wWEN=>WEeAY) wi=T
wWiEQAY
WEQAWEY

wi=¢ "
wEN= W)

YM:VweW: (wkEN=(wkE qo)~1
r'|=(p Def. 1.11

bestatigen die Aussage.O
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1.5 Metatheorie der Logik

Satz 1.85. Ein modallogisches System darf die Schlussregeln

Frto=>y Tho roky
rky ' o=y

enthalten.

Beweis. Wir schreiben w |= als Abklrzung fir M, w |=. Die Baume

FEep=y .
VvweW:(wi=EN=>(wkEe=>y¢) welW )
wWEND=>WwEe=>Y) w|=F2 YweW:(wl=T)=(wl=¢) wer
WE= ¢ WEN = (WE0) wET’
W= @)= (W §) W
W=y -
WEN = (WEY) "
YW:VYweW:(wlEN=>(wl=¢)
=y
und
ru{el =y
VweW: WETu{o) > wWEO ™" wew' wiEr’ weo-
(WETU{eD = (W= ¢) wETu{py o
W=y n
(W|=¢)=(W|=¢)Def19
wEoe=y) o

(W|=r)=(w|=(p=>lll)~2 ~1
VW:VWEWZ(W|=r):(wl=(p=>¢)oef111
FrEe=>¢ -

bestatigen die Aussage.O

Satz 1.86. Ein modallogisches System darf die Schlussregel
Fo
oo

enthalten.

Beweis. Wir schreiben w |= als Abklrzung fur M, w |=. Der Baum

=
f. 1.
VIW,RV): YW eW: (W o) o Wew

w =
R(w, w’) = (W' |= ¢)
vw' e W: R(w, W)= (W = ¢)

1

Def. 1.9
w |=0¢
Y. R.V): V;ZV;(pW: (w=09) Def. 1.11

bestatigt die Aussage.n
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1 Grundlagen

Satz 1.87. Bereits im modallogischen System K gilt das Axiomenschema
Fol(e = ¢) = (0p = Oy).
Beweis. Es sei w |= Abkurzung fur M, w |=. Per Def. 1.11 ist
Y(W,R,V):VweW: (wl=o(e=¢)=(0p =0y¢))
zu bestatigen. Laut Def. 1.9 lasst sich die Implikation zurtickfihren auf
(wi=o(e = ¢)) = (w =0¢) = (v = 0¢).
Zu zeigen ist also, dass YVw’ € W: R(w, w/) = (W’ |= ¢) aus

vw e W: R(w, W)= (W =9 =),
vw e W: R(w, W)= (W |= )

folgt. Aus den beiden Annahmen w’ € W und R(w, w’) ist also w’ |= ¢ zu folgern. Mit
den Annahmen ergibt sich w’ |= ¢ und (W’ |= ¢) = (W’ |= ¢) aus den Pramissen. Infolge
ergibt sich schlieBlich w’ |= ¢.O
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1.5 Metatheorie der Logik

1.5.3 Intuitionistische Logik

Definition 1.13 (Intuitionistisches Kripke-Modell).

Ein intuitionistisches Kripke-Modell ist ein Tripel M = (W, <, V). Es ist W eine nichtleere
Menge. Es ist < eine Quasiordnung (eine Halbordnung ginge auch). Es ist V eine
monotone Funktion, die jeder Welt w € W und jeder logischen Variable v einen
Wahrheitswert V(w, v) € {0, 1} zuordnet. Monoton heilst

w<w AV(w,Vv) = VW, V).

Definition 1.14 (Kripke-Semantik der intuitionistischen Logik).
Es sei M = (W, £, V) intuitionistisches Kripke-Modell. Zu einer Welt w € W definiert
man M, w |= ¢ rekursiv als
M, wl=v) < V(w,vV),
Mwl=l) < 0,
MwlT) = 1,
M, wE-9) <= VW eW: wsw =-(Mw =),
MwlEeAY) = (M, wE@)A M, w=y),
Mwl=evy) = M,wike)vMwl=y),
MwEe=Y) = VW eW: wsw AWM W =)= M, W =),
MwlEp=y) = Mwl=Ee=>9)AM W=y =0).

Definition 1.15. FUr einen Kontext I' = {¢@1,...,@n} definiert man
MwET) (= M, wiE@1)A... A(M, W= @n).

Definition 1.16 (Intuitionistische Giiltigkeit).

Man definiert die Gultigkeit einer Formel ¢ im Kontext I" als

(FTEg) (<= YM:YweW: (M,w =)= M, w= o).

I Satz 1.88. Ex falso quodlibet, L = ¢, ist ein intuitionistisch gultiges Schema.

Beweis. Weil die Metalogik klassisch ist, darf EFQ (ex falso quodlibet) in ihr angewen-
det werden. Der Baum

1. EF
MwWELo0 T 0 M w0

M, w |=L1)= (M w |=9)
VweW: wsw=>Mw |=Ll)= WM, W |=9¢)
Mwl=l=>0¢
VM:YweW:(M,wl=1=9¢)
El=0¢

Q

Def. 1.14

Def. 1.16

bestatigt insofern die Aussage.O
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1.6 Mengenlehre

1.6.1 Definitionen

Definition 1.17 (Gleichheit von Mengen).

A=B &< Vx:(x€A < x€B).

Definition 1.18 (Teilmenge).

ACB &< Vx:(x€eA = x€B).

Definition 1.19 (Beschreibende Angabe).

a€ {x|P(x)} = P(a).

Definition 1.20 (Schnittmenge).

AnNB:={x|x€AAXx€eB}.

Definition 1.21 (Vereinigungsmenge).

AUB:={x|x€AvxeB}.

Definition 1.22 (Differenzmenge).

A\B:={x|x€AAXx&B}.

Definition 1.23 (Schnittmenge).

(Ai:={x|Viel: x €A} = {x|Vi: (ie] = x€A)}.

iel

Definition 1.24 (Vereinigungsmenge).

JAi:={x|3iel: x e A} = {x | Ti: (icI Ax € A)}.

iel

Definition 1.25 (Kartesisches Produkt).

AxB:={(a,b)laeAAbeB}={t|3a:Ab:t=(a,b) Aa€AAbeB}.

1.6.2 Rechenregeln

Satz 1.89 (Kommutativgesetze). Es gilt AnNB=BnAund AUB=BUA.

Beweis. Man unternimmt die Umformung

Laut Def. 1.17 ist diese Aussage aquivalent zu AnB = BNA. Bei der Vereinigung verlauft

(1) (2) (3)
XEANB < X€eAAXEB < XxX€BAXeEA < xXeBnNA.

Hierbei gilt (1), (3) laut Def. 1.20 in Verbindung mit Def. 1.19. Die Vertauschung (2)
darf gemaR Satz 1.30 vorgenommen werden. Man erhalt also

Vx:(x€eANB < xe€BnA).

der Beweis analog.O
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1.6 Mengenlehre

Satz 1.90 (Assoziativgesetze).
EsqitAn(BNnC)=(AnB)nCund Au(BuC)=(AuB)UC.

Beweis. Es findet sich die Umformung

1 2
XxXeAN(BNCQC) éxeAAxeBnC (%XEAA(XEBAXEC)

(3) (4) 5

— (XEAAXEB)AXEC < Xx€ANBAXEeC éxe(AnB)nC.

Hierbei gilt (1), (2), (4), (5) laut Def. 1.20 in Verbindung mit Def. 1.19. Die Umformung
(3) gilt, weil Konjunktionen das Assoziativgesetz allgemein erflllen. Man erhalt also

Vx:(xeAN(BNC) < x€(AnB)n().

Per Def. 1.17 ist diese Aussage aquivalent zur Behauptung. Bei der Vereinigung verlauft
der Beweis analog.O

| Satz 1.91. Es gilt AnB C A.
Beweis. Laut Def. 1.18 und Def. 1.20 in Verbindung mit Def. 1.19 darf AnNB C A zu
VX:(xX€EAAXEB = x€A)

umgeformt werden. Diese Aussage ist laut Satz 1.32 immer erfullt.

| Satz1.92.Esgilt ACB < AnB=A.

Beweis. Aufgrund von Satz 1.91 muss lediglich die Aquivalenzvon AC Bund AC AnB
gezeigt werden. Laut Satz 1.44 gilt die Formel

XEA>XeEB < xeA=>xe€AAXEeB.
Gemal der Ersetzungsregel gilt also auch
(Vx: x€eA=>x€B) < (VW x: xeA=>x€AAXEB).

Per Def. 1.18 und Def. 1.21 in Verbindung mit Def. 1.19 folgt nun die Behauptung.O

Satz 1.93. Es qilt

(AUB)\C=(A\Q)u(B\O),
(AnB)\C=(A\C)n(B\C).

Beweis. Es findet sich

X€(AUB)\C < x€AUBAX¢(C < (xeAvxeB)Ax¢&C
— (XEAAXEO)V(XeEBAXxE&()
— (xeA\O)v(xeB\C) < xe(A\CQ)u(B\O)

und

XE(ANB)\C < xX€ANBAXEC < X€AAXEBAXx&C
— XEAAXECOA(XEBAXECQD)
— x€eA\CAxeB\C < xe(A\C)n(B\0O).O
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| Satz1.94.Esgilt ACB = A\CCcB\C.
Beweis 1. Die Aussage ist aquivalent zu
Vx:xeA=>xeBFVYx:xeA\C=>xeB\C.
Zu zeigen verbleibt daher
XEAXECVX: xeA=>xeBkFxeBAaxéC.
Es ist x ¢ C bereits gegeben. Es folgt x € B per Modus ponens aus x € A.O0
Beweis 2. Mit AC B < AUB =B und Satz 1.93 findet sich

B\C=(AuB)\C=(A\Qu(B\O),
was wiederum zu A\ C € B\ C aquivalent ist.O
I Satz1.95.FEsgilta=b < Vx:x=a<x=b.

Beweis. Fur von links nach rechts findet sich:

XxX=akx=a a=blta=b x=bkx=b a=bkb=a
a=b,x=akx=b>b a=b,x=bkx=aqa
a=bkx=a=>x=b a=bkx=b=>x=a

a=bkFx=aex=>b
a=bkFEVX: XxX=aex=b
Fa=b=>Vx:x=a<x=>b

FUr von rechts nach links findet sich:

Fr’EvVx:x=ae<x=>b
lrNFa=asoa=>b
r’Fa=a=a=>b Fa=a

Fr’Fa=>b
F(Vx:x=aex=b)=>a=>b

Hierbei steht I' als Abkilrzung fir M :=[Vx: x=a & x=b].0O
| Satz 1.96.Esgilta=b < {a} = {b}.
Beweis. Man unternimmt die Umformung
{a}={b} = (Vx: xe{a}=oxe {b}) < (Vx:x=asSx=D>b).
Laut Satz 1.95 ist die rechte Aussage aquivalentzua=b.0O
| Satz 1.97. Es gilt P(x) < (Ay: P(y) AX =Y).

Beweis. Fur von links nach rechts wahle y := x als Zeugen:

P(x)FP(x) Fx=x
PX)FP(X)AX=X
PX)F3Ay: P(Y)AX=Yy

Fir von rechts nach links:

AFPY)AXx=y AFPY)AX=Yy
AFP(y) Akbx=y
Jy:AF3y: A Al P(x)
dy: P(y) Ax=yFP(x)

Hierbei steht A als Abklrzung fur P(y) Ax =y.0O
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I Satz 1.98. Es gilt (Vt € AxB: P(t)) & (Va€A: VbeB: P(a, b)).

Beweis. Es findet sich die Umformung

(Vt € AxB: P(t)) <> (Vt: t €A x B = P(t))

&, (vt:(Fa:3b:t=(a,b)racAbeB) = P(t)
&L (vt:Va:Vb:t=(a,b)AacAAbeB = P(t)
& (va:Vb:Vt:t=(a,b)=>acA=beB=P(L).

Hierbei gilt (1) laut Def. 1.1, (2) laut Def. 1.25, (3) unter doppelter Anwendung von
Satz 1.56 und (4) unter doppelter Anwendung von Satz 1.58, gefolgt von doppelter
Anwendung von Satz 1.38. Auf der anderen Seite gilt die Umformung

(VaeA: VbeB: P(a, b)) g (Va:a€eA=>Vb:beB=P(a,b))
g (Va:Vb:aeA=beB= P(a,b)).
Hierbei gilt (5) per Def. 1.1 und (6) per Satz 1.64. Wir definieren die Abklrzung
Q(t):=(aeA=>beB=P(1)).
Zu zeigen verbleibt also
Q(a,b) < (Vt:t=(a,b) = 0(1)).
Diese Aquivalenz gilt laut Satz 1.65.0
I Satz 1.99. Es qgilt (3t €e AxB: P(t)) & (JacA: AbeB: P(a, b)).

Beweis. Es findet sich die Umformung
(AteAxB: P(1)) & (At: P()AteAxB)
& @t:Ptyada:3b:it=(a,b)racArbeB)
(ﬂ, (At:Fa:3Ib: P(t) Aa€eAArbeBAt=(a,b))
&L (3aeA: 3beB: 3t: P(t) A t = (a, b)).

Hierbei gilt (1), (4) per Def. 1.1, (2) per Def. 1.25 und (3) per Satz. 1.51.
Laut Satz 1.97 gilt nun

(At: P(t) At=(a,b)) < P(a,b).O

Satz 1.100. Es gilt:
U A=Ay =0
telx) el je/
Beweis. Nach Def. 1.24 und Satz 1.99 qilt:

xe | ) A &= (Atelx):xeA) < (Jiel: Ijg/: x € Ay)
telx/
— (Giel: x e JA)) = xe|J|JA;.
je/ i€l je/
Nach Def. 1.17 folgt die Behauptung.o
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Satz 1.101. Es gilt:
U =UUay
i€l je/ jel iel
Beweis. Nach Def. 1.24 und Satz 1.60 qilt:
xe|JJA; &= @iel: x e| JA)) <= (Qiel: 3jg): x € Ay)
iel jeJ jel
< (3jg/: Jiel: x € Ap) <= (FjeJ: x €| JA)) <= x e[| JA;.
iel je/ iel
Nach Def. 1.17 folgt die Behauptung.o

Satz 1.102. Sei M eine beliebige Menge. Die Relation A € B macht die Potenzmenge
von M zu einer partiell geordneten. Im Einzelnen gilt

(1) ACA, (Reflexivitat)
(2) ACBABCA = A=8B, (Antisymmetrie)
(3) ACBABCC = ACC. (Transitivitat)

Beweis. Jeweils Def. 1.18 nutzen.
Zu (1). Die Aussage A C A ist aquivalent zu Vx: (x € A = x € A). Eine Pramisse
impliziert sich im Allgemeinen selbst.
Zu (2). Es findet sich die aquivalente Umformung
ACBABCA < (VW x:xeA=>xeB)A(Vx:xeB=>xeA)
— (Wx:(x€eA=>xeB)A(xeB=>x€A)) < (Vx:(xeAe=xeB))
<~ A=B.

Zu (3). Zu zeigen ist Vx: (x € A = x € C). Sei x € A fest, aber beliebig. Wegen AC B
muss x € B sein. Wegen B € C muss infolge x € C sein.O

I Satz 1.103. Die Aussage A C B ist &quivalent zu 14 < 15.

Beweis. Es gelte A C B. Um Vx: 14(x) < 15(x) zu zeigen, wird eine Fallunterscheidung
in drei Falle vorgenommen. Sei x ¢ B. Dann ist x ¢ A und daher 14(x) =0 und 15(x) =0,
womit 14(x) < 1g(x) gilt. Sei x € A. Dann ist x € B, und daher 14(x) =1 und 15(x) =1,
womit 14(x) < 1g(x) qgilt. Sei x ¢ A, aber x € B. Dann ist 14(x) = 0 und 15(x) = 1,
womit 14(x) < 1g(x) qgilt.

Es gelte Vx: 14(x) < 1g(x). Sei x € A fest, aber beliebig. Wegen 14(x) = 1 ist
1 < 1p(x). Weil somit 15(x) # 0 ist, verbleibt nur noch 15(x) = 1, was gleichbedeutend
mit x € B ist.O

Definition 1.26 (Symmetrische Differenz).

AAB:=(A\B)U(B\A)={x|(xeA)e (xeB)}.

I Satz 1.104. [LEM] Es gilt AA(BAC) = (AAB)AC.
Beweis. Mit Def. 1.26 und Satz 1.50 findet sich

x € AABAC) &L (xeA)o (xeB) o (x € C))

> (xeA)o (xe€B))o (xC) <L x e (AAB)AC. O
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1.6 Mengenlehre

| Satz 1.105. Es gilt AAA =@ und AAD = A.

Beweis. Mit Def. 1.26 findet sich

AA LT (A\A)U(A\A) =BUD =0,

AANG E A\ @)u(@B\A)=AUD =A.

I Satz 1.106. [LEM] Es qgilt (AAB)AB =A.
Beweis. Man darf rechnen
AaB)AB Y anBaB) 2 anz 2 A,

Hierbei gilt (1) laut Satz 1.104, und (2), (3) laut Satz 1.105.0

I Satz 1.107. [LEM] Es qgilt AAC=BAC=>A=8B.
Beweis. Es findet sich

(2) (3)

A2 nac)ac? Bacyac Y s.

Hierbei gilt (1), (3) laut Satz 1.106, und (2) laut Pramisse.O
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1.7 Relationen

1.7.1 Allgemeine GesetzmaRigkeiten
I Definition 1.27 (Relation).

Zu zwei Mengen X, Y bezeichnet man jede Menge R C X x Y als Relation.
Definition 1.28 (Bildmenge). Zu einer Relation R wird die Menge
R(M):={y|3IxeM: (x,y) €R}

als Bildmenge von M unter R bezeichnet.

Satz 1.108. Sei R eine Relation und seien A, B beliebige Mengen.
Es gilt RCAUB) = R(A)UR(B).
Beweis. Expansion mit Def. 1.28 fuhrt zur Behauptung
(Ax€eAUB: (x,y)€R) < (Ixe€A:(x,y)eR)v (IAxeB: (x,y) €R).

Die linke Seite lasst sich gemals Def. 1.1, Def. 1.21 und Satz 1.52 aquivalent in die
rechte umformen. O

Satz 1.109. Sei R eine Relation und seien A, B beliebige Mengen.
Es gilt RCA)\ R(B) C R(A\ B).
Beweis. Expansion mit Def. 1.28 fuhrt zur Behauptung
(IxeA: (x,y)eR)A(VxeB:(x,y)¢R) = Ixe€A\B: (x,y) €R.

Laut der ersten Pramisse existiert ein x € A mit (x,y) € R. Die zweite Pramisse ist
aquivalent zur Kontraposition (x, y) € R = x £ B. Infolge ist x € A\ B. Somit bezeugt x
die Existenzaussage auf der rechten Seite.O

1.7.2 Aquivalenzrelationen
Definition 1.29 (Aquivalenzrelation).

Sei M eine Menge. Man nennt R € M x M, notiert als R(x, y) = (x ~ y), eine Aquiva-
lenzrelation auf M, wenn fur alle x, y, z € M erfullt ist:

X~ X, (Reflexivitat)
X~y => y~X, (Symmetrie)
X~NYAYy~Z = X~Y. (Transitivitat)

Definition 1.30 (I'-'\quivalenzkla_s_:se).
Sei M eine Menge und x ~ y eine Aquivalenzrelation fur x, y € M. Die Menge

[a] i ={xeM|x~a}

nennt man Aquivalenzklasse zum Reprasentanten a € M.
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Definition 1.31 (Quotientenmenge). )
Die Menge M/~ := {A|3aeM: A=[a]} aller Aquivalenzklassen heilst Quotienten-
menge von M beziglich der Aquivalenzlation ~.

Definition 1.32 (Quotientenabbildung).
Die Abbildung m: M — M/~ mit n(x) := [x] heillt Quotientenabbildung.

Satz 1.110 (Aquivalenzrelation induziert disjunkte Zerlegung).
Eine Menge wird durch eine auf ihr definierte Aquivalenzrelation in paarweise dis-
junkte Aquivalenzklassen zerlegt.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass zwei unterschiedliche Aquivalenzklassen kein Element
gemeinsam haben. Wir zeigen die Kontraposition, dass die Existenz eines x mit x € [a]
und x € [b] bereits [a] =[b] impliziert. Laut Pramisse ist x ~ a und x ~ b, und wegen
der Transitivtat infolge a ~ b, was aquivalent zu [a] =[b] ist.

Zu bestatigen verbleibt noch, dass die Quotientenabbildung eine surjektive ist. Dies
ist wahr, weil M/~ gerade so definiert ist, dass direkt M/~ = (M) gilt.O

Satz 1.111 (Disjunkte Zerlegung induziert Aquivalenzrelation).
Sei M eine Menge. Die Familie (Ax) der Ax C M sei eine Zerlegung von M in paarweise
disjunkte Mengen. Dann definiert

X~y < Ik:xX€EAL ANy E AL
eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Da die Ax die Menge M Uberdecken, muss fir jedes x € M ein k mit x € Ak
existieren, womit die Reflexivitat x ~ x erfullt ist.

Die Symmetrie folgt unmittelbar aus der Kommutativitat der Konjunktion.

Zur Transitivitat. Seien x, y, z fest, aber beliebig. Zudem seien die Pramissen x ~ y
und y ~ z erfullt. Wir haben daher einen Zeugen i mit x € A; und y € A; und einen
Zeugen j mit y € Aj und z € A;. Infolge ist y € AinA;. Wegen A;nA; =@ flr i #j muss
i =j sein. Deshalb ist i ein Zeuge fur 3i: x € A; A z€ A;, womit x ~ z gilt.O

Satz 1.112 (Charakterisierung von Aquivalenzklassen).
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Eine Teilmenge A € M ist genau dann
eine Aquivalenzklasse, wenn

(1) A#0Q,
(2) x,yeA = x~y,
(3) xXeAAyeMAXx~y = y€eA.

Beweis. Sei A eine Aquivalenzklasse. Dann existiert definitionsgemaR ein a, so dass
A =[a] qilt. Ergo ist a € A, womit A # @ sein muss. Mit x,y € A ergibt sich [x] =[y],
was aquivalent zu x ~ y ist. Sei nun x € A und y irgendein Element in M mit x ~ y. Dies
bedeutet A =[x] =[y], womit y € A sein muss.

Umgekehrt seien die drei Eigenschaften erflllt. Zu zeigen ist, dass ein Zeuge a mit
A = [a] existiert. Weil A gemaB (1) nichtleer ist, muss ein Element a € A existieren.
FUr jedes weitere Element x € A ergibt sich x ~ a aufgrund (2), also x € [a], womit wir
A C [a] haben. Es verbleibt [a] € A zu zeigen. Sei also x € [a]. Wir haben damit die
Situation a € A und x ~ a, womit laut (3) ebenso x € A sein muss. O
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Satz 1.113 (Universelle Eigenschaft der Quotientenmenge).

Sei m: X — X/~ die Quotientenabbildung einer Aquivalenzrelation. Es sei f: X —» Y
eine auf den Aquivalenzklassen konstante Abbildung, das heiBt, f(a) = f(b) gelte fiir
a ~ b. Es gibt genau eine Abbildung f, die der Gleichung f = f o ™ genugt.

Beweis. Der Zeuge f sei durch f(m(x)) := f(x) beschrieben, womit die Forderung per
Definition erfullt wird. Es gilt allerdings zu zeigen, dass auf diese Weise eine wohlde-
finierte Abbildung konstruiert wurde. Das heil3t, ihr Wert darf nicht vom gewahlten
Reprasentanten abhangen: FUr je zwei Elemente a, b € X muss die Implikation

n(a) = n(b) = f(a) =£(b)

gelten. Dies ist aber gerade die gegebene Konstanz auf den Klassen.

Es verbleibt zu zeigen, dass die Abbildung eindeutig bestimmt ist. Sei dazu g eine
weitere Abbildung mit der Eigenschaft f =g o m. Infolge gilt die Gleichung e =fom.
Als surjektive Abbildung ist m laut Satz 1.136 rechtskiirzbar, womit sich g = f ergibt. o

Satz 1.114. Es sei f: X — Y eine Abbildung und a ~ b genau dann, wenn f(a) = f(b).
Hierdurch ist eine Aquivalenzrelation definiert. Ferner lasst sich auf diese Weise jede
Aquivalenzrelation durch passende Wahl von f definieren.

Beweis 1. Die Bestatigung der drei Axiome Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat
verlauft trivial, da es sich bei der Gleichheitsrelation bereits um eine Aquivalenzrelation
handelt.

Sei ~ nun gegeben. Gesucht ist ein passendes f. Man wahle Y := X/~ und fUr f die
Quotientenabbildung, also f(x) :=[x].O

Beweis 2. Fiir y,y’ € f(X) mit y # y’ sind die Urbilder f~1({y}) und f~1({y’}) gemaR
Satz 1.122 disjunkt. Die Abbildung f zerlegt X auf diese Weise in paarweise disjunkte
Teile, wodurch laut Satz 1.111 eine Aquivalenzrelation gegeben ist. Es ist dieselbe, wie
definiert wurde, denn genau innerhalb eines Urbilds verbleibt f konstant.

Sei ~ nun gegeben. Wir nehmen ein vollstandiges Reprasentantensystem und ordnen
jedem Reprasentant x einen einzigartigen Wert y zu. Es soll nun f([x]) = {y} gelten,
wodurch f auf ganz X definiert wird. Wir setzen Y :=f(X).O

Satz 1.115. Sei f: X — Y surjektiv und a ~ b genau dann, wenn f(a) = f(b). Zwi-
schen Y und der Quotientenmenge X/~ besteht eine Bijektion.

Beweis 1. Man definiert

Q1Y =X/~ o(y):=f({y}.

Zu jedem y €Y ist ¢(y) die Klasse all der x € X, fur die f(x) = y gilt. Weil f surjektiv
ist, ist sie nichtleer und damit in X/~. Sei nun x € X beliebig, womit [x] eine beliebige
Klasse ist. Weil f surjektiv ist, muss ein y mit f(x) = y existieren, womit x € f~1({y})
gilt, also [x] = @(y). Ergo ist ¢ surjektiv.

Weiterhin darf man rechnen

o) = 9(y') = FIUyN =1y} = FE YD) =fF 1Y’ D)
Z =01 = y=y,

wobei (1) gemaRl Satz 1.140 gilt. Somit muss ¢ injektiv sein.O
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Beweis 2. Durch ¢: Y — X/~ mit ¢(y) :=f~1({y}) ist eine Bijektion definiert.

Man betrachte hierzu n(y) := {y} und (Ff)(B) = f~1(B). GemaR Satz 1.142 handelt
es sich bei F um einen kontravarianten Funktor. Das heil3t, es gilt F(id) = id und
F(f o g) = (Fg) o (Ff). Weil f surjektiv ist, existiert eine Rechtsinverse g mit fog = id.
Ergo gilt

id = F(id) = F(f o g) = (Fg) o (Ff).

Somit ist Fg eine Linksinverse von Ff. Folglich ist Ff injektiv, womit ebenso die Verket-
tung ¢ = (Ff) o n injektiv ist, denn n ist ja eine Injektion.

Weiterhin ist die Aquivalenzrelation so definiert, dass die Quotientenabbildung 7 die
Gleichung m = ¢ o f erfillt, denn

(@ o) =fH{f(X)}) = {aeX|f(a) € {f(x)}}
={aeX|f(a)=f(b)} ={aeX|a~x}=mn(x).
Weil f surjektiv ist, gilt Y = f(X). Infolge gilt

(V) = o(f(X)) = (¢ o f)(X) = m(X) = X/~.
Ergo ist ¢ surjektiv.O

Beweis 3. Die Abbildung ¢: Y — X/~ mit ¢(y) := f~1({y}) ist bijektiv, wie die folgende
Argumentation bestatigt. Aufgrund der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge,
Satz 1.113, gibt es genau eine Abbildung ¢ mit f = ¢ o 7. Die Aquivalenzrelation wurde
Uberdies so definiert, dass m = ¢ o f gilt. Daraus ergeben sich die Gleichungen

Yopof=f, @oyom=m.

Als Surjektionen sind f und m rechtskirzbar, womit man die Gleichungen ¢y o ¢ = id und
@ o Y = id erhalt. Somit ist ¢ die Linksinverse ¢, womit ¢ injektiv sein muss, und auch
die Rechtsinverse, womit ¢ surjektiv sein muss. O

1.7.3 Ordnungsrelationen

Definition 1.33 (Halbordnung).
Eine Relation < auf einer Menge M heiSt Halbordnung und die Struktur (M, <) halb-
geordnete Menge, wenn die folgenden drei Axiome erfullt sind:

VxeM:x <X, (Reflexivitat)
VX, y,ZEM: Xx<yAy<z=>x=<z (Transitivitat)
VX, yEM: X<yAy<x=>x=Yy. (Antisymmetrie)
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1.8 Abbildungen
1.8.1 Definitionen
Definition 1.34 (Applikation). Fir eine Abbildung f ist
y=f(x) ;<= (x,y) € Gy.
Definition 1.35 (Bildmenge).
Fir eine Abbildung f: X — Y und A € X wird die Menge

fAA):={ylIxeA:y=f(X)} ={y[Ix: (x€Ary =f(x))}

als Bildmenge von A unter f bezeichnet.

Definition 1.36 (Urbildmenge). Flr eine Abbildung f: X — Y wird
fHB):={x|f(x) B} = {x|y e B: y =f(x)}

als Urbildmenge von B unter f bezeichnet.

Eine Abbildung f: X — Y heiSt genau dann injektiv, wenn gilt:
Vx1:¥x2: (f(x1) =f(x2) = X1 =Xx2)

bzw. aquivalent (Kontraposition)
Vxi1:Vxz: (X1 #x2 = f(x1) #f(x2)).

Definition 1.38 (Surjektion).

Eine Abbildung f: X — Y heiRt genau dann surjektiv, wenn gilt:
Y € f(X).

‘ Definition 1.37 (Injektion).

Definition 1.39 (Verkettung).
FGr Abbildungen f: X - Y und g: Y — Z heil3t

(gof): X—=2Z, (g9of)(x):=9((x))
Verkettung von f und g, sprich »g nach f«.

1.8.2 Grundlagen

Satz 1.116 (Gleichheit von Abbildungen). Zwei Abbildungenf: X - Yundg: X’ —
Y’ sind genau dann gleich, kurz f =g, wenn X=X’ und Y =Y’ und

Vx: f(x) = g(x).

Beweis. Nach Definition gilt f = g genau dann, wenn (Gy, X,Y) = (Gg,X’,Y’), was
aquivalent zu Gy =Gy A X =X’ A Y =Y’ ist. Nach Def. 1.17 gilt

Gf=Gg < Vt: (teGf =teGy).
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Nach Satz 1.95 und Def. 1.34 qilt

(Vx: f(x)=9(x)) <= (Vx:Vy: (y=f(x) &y =9(x)))
= (Wx:Vy: ((x,y) €Gr & (X,y) €Gy)) < Vt: (teGf =teGy).

Da die Quantifizerung auf x € X, ye Y und t € X x Y beschrankt ist, konnte im letzten
Schritt Satz 1.98 angewendet werden. O

Satz 1.117. Fur eine Abbildung f gilt
f(xX)eAnB < f(x) €A A f(x) €B.

Beweis. Es gelte f(x) € AnB. Dann existiert laut Definition ein y € AnB mit y = f(x),
womit y € A und y € B gilt. Folglich gilt f(x) € A und f(x) € B.

Es gelte f(x) € A und f(x) € B. Dann existiert laut Definition ein y € A mit y = f(x)
und ein y’ € B mit y’ = f(x). Weil f dem x genau ein Bild zuordnet, muss y =y’ gelten.
Folglich gilt y e AnB, und somit f(x) e AnB.O

Satz 1.118. Fir eine Abbildung f gilt
f(xX)eAUB < f(x)eA vV f(x)eB.
Beweis. Es findet sich die aquivalente Umformung

f(xX)eAUB < (Ay:y€AuB Ay =f(x))
< (Ay:(yeAvyeB)Ay=f(x))
— (Ay:yeAAay=f(x)vyeBAay=f(x))
— (Ay:yeAay=f(x))v(@y:yeBAry=f(x))
= f(x)eAvf(x)eB.O

Satz 1.119 (Distributivitat der Urbildoperation).
Fir f: X — Y und beliebige Mengen M; gilt:
fH M1 M2) =f~H (M) nfH (M),
fH M1 UuM2) =1 (M) ufH (M),
FFHOMY =),

i€l iel
EAUmy =t i, (1.4)
iel iel

Beweis. Nach Def. 1.17 expandieren:
Vx: [xefY(MinMy) & xef I(M)nf1(M)].
Nach Def. 1.36 und Def. 1.20 zusammen mit Def. 1.19 gilt:

xef I (M1nMy) & f(x) e M1 NMy <> f(x) € M1 A f(X) € M>
= xef 1 (M) Axef 1 (M) < xef 1 (M1)nf (M)

Fir die Vereinigung ist das analog.
Schnitt von beliebig vielen Mengen. Nach Def. 1.17 expandieren:

vx: [x efTH((M) <= x e[ )F1(M)].

iel iel
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Nach Def. 1.36 und Def. 1.23 zusammen mit Def. 1.19 gilt:
xefH(\M) <= f(x) e[ M <= Vi(ie] = f(x) €M)

iel iel
= vi(iel] = xef (M) = xe(fHM).
iel

Fir die Vereinigung ist das analog. O

Satz 1.120 (Distributivitat der Bildoperation iiber die Vereinigung).
Fir f: X — Y und Mengen M; € X gilt:

f(M1UMz) =f(M1)Uf(M2), :

fUmy =Jrmy. (1.6)

iel iel
Beweis. Nach Def. 1.17 expandieren:
Vy:(y €ef(MiuMz) < y e f(M1)Uf(M2)).
Nach Def. 1.35, Def. 1.21, Satz 1.31 und Satz 1.52 qilt:
YyeEf(MiUMy) < (Ax: xeMiUM; Ay =f(X))
— (IX: (xeMivxeM)Ay=f(xX))
— (AX:xeMiAy=f(Xx)vxeM; Ay=f(x))
= (Ax:xeMiAy=f(xX))v(@x:xeM; Ay=f(xX))
< yef(M1)vyef(Mz) < yef(Mi)uf(My).
Nach Def. 1.17 expandieren:

vy: [y ef((UM) <= y e Jrmp1l.
iel iel

Nach Def. 1.35, Def. 1.24, Satz 1.51 und Satz 1.57 gilt:
yef(JM) <= @x:xe| JMiay=f(x))

iel iel
= (Ax:FirielIAxeMIAy=f(X)) & (@x:3i:ielIaxeM;Ay=f(x))
— (AiAx:i€elIAxeMiAy=f(X)) & Fi:ielrIx(xeM;Ay=f(x))
= (Qi:ielrnyef(M)) < ye| Jf(M). O
el

Satz 1.121. Es gilt:

f(M1nMy) € f(M1)nf(M2), :
F(\M) € (1 fF(M). (1.8)

el iel

Beweis. Nach Def. 1.18 expandieren:
Vy: (y € f(MinM2) = y € f(M1) nf(M2)).

Nach Def. 1.35, Def. 1.20 und Satz. 1.53 qgilt:
yef(MinMy) < (Ax: xeMinxeMy; Ay=f(x))
& (AX:xeMi1 AXEMy; Ay =f(X))
= (Ax:xeMiAy=f(X)AXEM; Ay =f(X))
= (AX: xeMiAy=f(X)DA@x:xeM; Ay=f(x))
= yef(Mi) Ay ef(Mz) < yef(M1)nf(My2).
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Nach Def. 1.18 expandieren:
Vy: (y f((\M) = y €[ (M)

el el
Nach Def. 1.35 und Def. 1.23 qilt:

yef((IM) &= (@x:x €[ |MiAy=F(x))
i€l iel

— (Ax: (Vi:iel=>xeM)Ay=f(Xx))

< (Ax:Viiiel=>xeM;Ay=f(x))

= (Vi:Ax:iel=>xeMiAy=f(xX))

— (Vi:iel=>3Ix:xeM;Ay=f(x))

= (Vi:iel=zyef(M)) < ye(f(M). O

i€l
I Satz 1.122. Zwei disjunkte Mengen haben disjunkte Urbilder.

Beweis. Sei AnB =@. Gemal Satz 1.119 ist

fFHANfFIB)=fHANB) =f1(2)=2. O

| Satz 1.123.Es gilt MC N = f~1(M) c fF~1(N).

Beweis 1. GemaR Satz 1.92 ist M € N aquivalent zu Mn N = M. Man wendet die
Urbildoperation f~1 nun auf beide Seiten der Gleichung an und erhalt mittles Satz
1.119 dann

fHMaN) =1 M nfHIN) = ).

Nochmalige Anwendung von Satz 1.92 liefert das gewlinschte Resultat
A cfiiv). o

Beweis 2. Die Expansion der Aussage bringt
(veM=>yeN) = (f(x) e M= f(x)eN).

Trivialerweise kann die Pramisse mit y := f(x) spezialisiert werden werden. O

| Satz 1.124. Es gilt M C N = f(M) C f(N).

Beweis. Gemal Satz 1.92 ist M € N dquivalent zu Mn N = M. Man wendet die Bildope-
ration nun auf beide Seiten der Gleichung an und erhalt mittels Satz 1.121 dann

f(M)=f(MnN) c f(M)nf(N).

Laut Satz 1.91 ist folglich f(M) = f(M) n f(N). Nochmalige Anwendung von Satz 1.92
bringt das gewlnschte Resultat f(M) C f(N). O

Satz 1.125. Es gilt:
fimy = | {003

XeM
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Beweis. Nach Def. 1.35 und Def. 1.24 qilt:

y €f(M) < (IxeM: y =f(x)) < (IxeM:y € {f(x)}) = ye | J {f()}.

XeEM

Nach Def. 1.17 folgt dann die Behauptung.O

| Satz 1.126. Es gilt (g o f)~1(M) = f~1(g~1(M)).
Beweis. Nach Def. 1.36 und Def. 1.17 expandieren und Def. 1.19 anwenden:

(9of)X)eM <= f(x)e{ylg(y) e M}.

Links Def. 1.39 anwenden und rechts nochmals Def. 1.19:

If(xX))eM <= g(f(x))eM. O

| Satz 1.127. Es gilt (g o f)(M) = g(f(M)).
Beweis. Nach Def. 1.35 und Def. 1.17 expandieren, dann Def. 1.19 anwenden:

@x:xeMAz=(gof)(X)) & (Ay:yef(M)Arz=g(y)).

Die rechte Seite mit Def. 1.35 expandieren und Def. 1.19 anwenden. Unter Anwendung
von Satz 1.51 und Satz 1.57 ergibt sich

Ay: Ax:xeMAy=f(x)) Az=9(y))
= @Ay:Ix:xeMAy=f(x) Az=9g(y))
= (AxX:xeMATy:y=f(x)Az=9(y))
— (Ax:xeMaAz=g(f(x)))

— (Ax:xeMAz=(gof)(x)).O

Satz 1.128. Sei f: A — B eine Abbildung und A # @. Man nennt eine Funktion
g: B —- A mit gof =idy Linksinverse zu f. Die Abbildung f ist genau dann injektiv,
wenn eine Linksinverse zu f existiert.

Beweis. Sei f injektiv. Man wahle ein a € A, das wegen A # @ existieren muss. Man
definiert nun g: B — A mit

__ | xwobeiy =f(x), wenny € f(A),
90y i= {a wenny € f(A).

Diese Funktion ist eindeutig definiert, weil f injektiv ist. GemaR ihrer Definition gilt
ag(f(x)) =x, bzw. go f =id.
Sei nun eine Linksinverse g mit g o f = id gegeben. Dann gilt

f(a) =f(b) = 9(f(a)) = g(f(b))

und

9(f(a)) =g(f(b)) < (gof)(a)=(gef)(a) < id(a)=id(b) < a=b.
Es ergibt sich
fa)=f(b) = a=b.0O
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I Satz 1.129. Es gilt f~1(A°) = f~1(A)° bzw. f(x) € A® < —f(x) € A.
Beweis. Zufolge der Expansion von Def. 1.36 ist
Ay eAc y=f(x)) & —(AyeA:y=f(x)) & (Vy€A:y #f(x))

zu zeigen. Weil x ein Element des Definitionsbereichs ist, muss der Funktionswert f(x)
in irgendeiner Menge liegen. Die Implikation von rechts nach links. Weil f(x) nicht in A
liegt, muss f(x) in A€ liegen. Die Implikaton von links nach rechts. Gemal Pramisse
liegt f(x) in AC. Weil x nur einen Funktionswert besitzt, kann f(x) nicht in A liegen.O

I Satz 1.130. Fiir jede Abbildung f gilt f~1(A\ B) = f~1(A) \ fF~1(B).
Beweis 1. Ergibt sich sofort gemaf Definition:

FFHANFIB) = {xIxef (A A ~xef1(B)}
={x|f(x)€AAf(X) B} ={x|f(x)€A\B}=f"1(A\B).O
Beweis 2. GemaR Satz 1.129 und Satz 1.119 ist

FHANHB) = {xIxefH(A) A =x € f71(B)}
= {x|xef 1 (A) Axef (B} =fH(A)NfTH(BO)
=fHAnB)=f"1(A\B).O

| Satz1.131.Seif: X —>Y,ACX,BCY.EsqiltAcfL(f(A) und f(f~1(B) C B.

Beweis. Gemal Definition bekommt man

yef(f~i(B)) <= (@Ax:xef 1 B)Ay=f(x)) < (Ax:f(x) €B Ay =Ff(x)),
x €f7Hf(A)) = f(x) €f(A) = (JaeA: f(x) =f(a)).

Leicht zu bestatigen ist nun, dass
Ix: fx)eBAay=f(x)FyeB, (Substitution f(x) :=y in f(x) € B)
xe€AF3IdaeA: f(x)=f(a).O (Zeuge a :=x)
I Satz 1.132. Fiir jede Abbildung f: X = Y gilt f(f~1(B)) = B, sofern B C f(X) ist.
Beweis. Laut Satz 1.131 bleibt zu zeigen
yeB = (Ax e X: f(x) € B Ay =[f(x)).
Setzt man nun B C f(X) voraus, dann ist f(x) € B allgemeingultig. Man bekommt
AxeX: f(X)eBAy=f(X)) < (AxeX:y=f(x)) < ye<f(X).

Die Implikation y € B = y € f(X) ist nun wiederum definitionsgemal aquivalent zu
B ¢ f(X), was Voraussetzung war. O

I Satz 1.133. Seif: X = Y. Es gilt B € f(X) genau dann, wenn 3A: f(A) = B.

Beweis. Hat man ein A mit f(A) = B, dann ist trivialerweise f(A) C f(X), also B C f(X).
Liegt umgekehrt eine Menge B C f(X) vor, dann kann man A := f~1(B) setzen, nach
Satz 1.132 gilt dann f(A) =B.O
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| satz 1.134. Ist f injektiv, dann gilt (A \ B) = f(A) \ f(B).

Beweis. Da f injektiv ist, gibt es nach Satz 1.128 eine Linksinverse f~1. Nach Satz
1.127 ist fur eine beliebige Menge M die Gleichung

M) = (e )M =id(M) =M
erfullt. Unter Heranziehung von Satz 1.130 bekommt man
fHEANFB)) = FAN\fH(F(B)) = id(A) \ id(B) =A\ B.
Wendet man nun auf beide Seiten der Gleichung f an, dann ergibt sich nach Satz 1.132

das gesuchte Resultat f(A)\f(B) =f(A\B). O

Satz 1.135. Ist f: X — Y bijektiv und f~! die Umkehrabbildung von f, dann stimmt
das Urbild f~1(M) mit der Bildmenge von M unter der Umkehrabbildung - zur Unter-
scheidung (f~1)(M) geschrieben - tiberein.

Beweis. Zu zeigen ist (f~1)(M) = f~1(M). Es findet sich die Umformung

x e (f~Hm) & Ay:yeMax=f"1) & Ay: f(x) e M)
= fo)eM & xef1m).

Hierbei gilt (1), (3) laut Definition. Es gilt (2), weil f bijektiv ist, womit die Gleichung
x = f~1(y) dquivalent zu f(x) = f(f~1(y)) = y umgeformt werden darf.0

Es gendgt nicht, wenn f injektiv ist. Als Gegenbeispiel setze
f:{0}—-{0,1}, f(x):=x.
Hierist f~1({1}) = @. Jedoch ist (f~1)({1}) = {0}.

Satz 1.136 (Rechtskiirzbarkeit von Surjektionen).
Ist f: X — Y eine surjektive Abbildung, dann gilt die Implikation

gof:hof:} g:h

Beweis. Laut der Pramisse und Satz 1.116 ist g(f(x)) = h(f(x)) fur jedes x € X. Da f
surjektiv ist, 1asst sich zu jedem y € Y ein x € X finden, so dass y = f(x). Demnach ist
g(y) = h(y) fur alle y € Y, denn man kann immer mindestens ein x finden, so dass sich
y = f(x) substituieren Iasst. Laut Satz 1.116 ist daher g =h. O

Satz 1.137. Sei f: X — Y eine Abbildung. Man nennt g: Y — X eine Rechtsinverse
von f, falls f o g = id qgilt. Besitzt die Abbildung f eine Rechtsinverse, dann ist sie
surjektiv.

Beweis. Per Definition ist die Implikation
(g: fog=id) = (VyeY:IxeX:y=f(x))
zu zeigen. Diese erhalt man als Ableitung aus
(g: fog=id),yeYFIXeX: y=f(x).

Wir haben also g und y zur Verfigung und kénnen damit g(y) konstruieren. Es ist nun
X :=g(y) ein Zeuge der Existenzaussage, denn

f)=fa))=Fe9)(y)=id(y)=y.O
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I Satz 1.138. Genau dann ist f: X — Y injektiv, wenn VA C X: A = f1(f(A)).

Beweis. Sei f injektiv. Laut Satz 1.131 geniigt es, f~1(f(A)) € A zu zeigen. Laut
Definition gilt die Umformung

x € fTHf(A)) < f(x) €f(A) < (FaeA: f(x)=f(a)).
Zu zeigen ist insofern
finjektiv,(Jae€A: f(x)=f(a))F x € A.

Mit dem Zeugen a € A hat man nun f(x) = f(a), aufgrund der Injektivitat somit x = q,
womit x € A gelten muss.
Nun zur Umkehrung. Zu zeigen verbleibt

(VA: Vx: x € fY(f(A)) = x € A) I f injektiv.
Man setze A := {a}. Nunist f(A) =f({a}) = {f(a)}. Es finden sich die Umformungen
x €fTHf(A)) & f(X) €f(A) < f(x) € {f(a)} <= f(x)=f(a),

XEA < xe{a} < x=a.
Weil a von nichts abhangt, darf generalisiert werden. Man erhalt
Va:Vx: f(x)=f(a)=>x=a.

Diese Bedingung definiert die Injektivitat. o

Satz 1.139. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann injektiv, wenn f~1({y}) zu
jedem y € Y hochstens ein Element enthalt.

Beweis. Dass eine Menge A € X hdchstens ein Element enthalt, lasst sich als 3x €
X:Ac {x} formalisieren. Zu beweisen ist also die Aussage

finjektiv &< VyeY:3axeX: f1({y}) ¢ {x}.
Fur die Implikation von links nach rechts ist
finjektivkIxeX:Va: f(a)=y=>a=x

zu bestatigen. Wir machen eine Fallunterscheidung. Im Fall y € Y ist f(a) = y nicht

erflllbar, womit aber a = x per ex falso quodlibet gilt. Insofern darf man sich ein

beliebiges x € X aussuchen. Im Fall y € Y gibt es ein b € X mit y = f(b). Aufgrund der

Injektivitat zieht f(a) = f(b) nun a = b nach sich. Man wahlt also x := b als Zeugen.
FGr die Implikation von rechts nach links ist

(VyeY:Axe X:Va: f(a)=y = a=x) | finjektiv,
zu bestatigen. Das heildt, zu zeigen verbleibt
f(aA)=fb),(VyeY:IxeX:Vu: f(lu=y=>u=x)Fa=0>b.

Man setze y := f(b). Nun liegt ein x vor, mit dem die Aussage unter dem Existenzquan-
tor gilt. Man setze einmal u := a, womit man mit f(a) = f(b) die Gleichung a = x erhalt.
Man setze nun u := b. Weil f(b) = f(b) tautologisch ist, erhalt man die Gleichung b = x.
Demzufolge besteht in x der Briickenpfeiler, um transitiv die gewilinschte Gleichung
a = b zu erhalten.o
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I Satz 1.140. Genau dann ist f: X — Y surjektiv, wenn VB C Y: B = f(f~1(B)).

Beweis. Sei f surjektiv. Aufgrund von Satz 1.131 geniigt es, B € f(f~1(B)) zu zeigen.
Das heilSt, zu bestatigen ist

ye€BFIAx: f(x) € B Ay =f(x).

Weil f surjektivund y € Y ist, gibt es x € X mit y = f(x). Weil aullerdem y € B Pramisse
ist, gilt zusatzlich f(x) € B.

Zur Umkehrung. Setze B := Y. Dann ist f~1(B) = X. Wir haben also Y = f(X), womit f
laut Definition surjektiv sein muss. O

Satz 1.141. Die Abbildung F: Abb(X,Y) — Abb(P(X),P(Y)) mit F(f)(A) := f(A) ist
ein kovarianter Funktor. Das heifSt, es gilt F(id) = id und F(g o f) = F(g) o F(f).

Beweis. Man darf rechnen

F(g o f)(A) = (g o N)(A) 2 g(F(A)) = F@)F(F)A)) = (F(g) o F(F))(A),

wobei (1) gemaR Satz 1.127 gilt. Und es qilt

Fidx)(A) = idx(A) = | J {idx()} = | J {x} = A = idppo (A). O

X€EA X€EA

Satz 1.142. Die Abbildung F: Abb(X,Y) — Abb(P(Y), P(X)) mit F(f)(B) := f~1(B) ist
ein kontravarianter Funktor. Das heif3t, es gilt F(id) =id und F(g o f) = F(f) o F(g).
Beweis. Man darf rechnen

F(go)(B) = (g°f)"1(B) 2 F~1(g72(B)) = FI(F(9)(B)) = (F() o F(9))(B),
wobei (1) gemald Satz 1.126 gilt. Und es gilt

F(idx)(B) = id;*(B) = {x € X | x € B} = B = idp(x)(B). O
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1.8.3 Kardinalzahlen

Axiom 1.143 (ACC: Abzahlbares Auswahlaxiom). Sei (A;)nen €ine Folge nicht-
leerer Mengen. Dann existiert eine Funktion f: N — | J,enAn Mit f(n) € Ap.

Definition 1.40 (Gleichmachtigkeit). Zwei Mengen A, B heiBen genau dann gleich-
machtig, wenn eine Bijektion f: A — B existiert.

Satz 1.144. Es sei M eine beliebige Menge. Die Potenzmenge P(M) ist zur Menge
Abb(M, {0, 1}) gleichmachtig.

Beweis. Flr eine Aussage A sei

1 wenn A qilt,
Al =
[A] {0 sonst.

Flr eine Menge A € M betrachte man nun die Indikatorfunktion
1a: M- {0,1}, 1a(x):=[x€A].

Die Abbildung
@: P(M)— Abb(M, {0,1}), ¢(A):=1,4

ist eine kanonische Bijektion.
Zur Injektivitat. Nach Def. 1.37 muss gelten:

p(A)=9(B) = A=B, d.h. 1l,=15 = A=B.

Nach Satz 1.116 und Def. 1.17 wird die Aussage expandiert zu:
(Vx: 1a(xX)=15(x)) = (Vx: x€A < x €B).

Es gilt aber nun:
In(x)=1p(x) & [x€A]l=[x€B] < (x€A < x€B).

Zur Surjektivitat. Wir missen nach Def. 1.38 priifen, dass Abb(M, {0,1}) € o(P(M))
gilt. Expansion nach Def. 1.18 und Def. 1.35 ergibt:

Vf: (f € Abb(M, {0,1}) => JA € P(M): f = p(A)).
Um dem Existenzquantor zu geniigen, wéhle

A=f1{1)={xeM|f(x) € {1}} ={xeM|f(x)=1}.
Es gilt f = 14, denn

lax)=[xeA]l=[xe{x|f(x)=1}]=[f(x) =1] =f(x).

Da ¢ eine Bijektion ist, mussen P(M) und Abb(M, {0, 1}) nach Def. 1.40 gleichmachtig
sein.O
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Satz 1.145. Man setze Axiom 1.143 (ACC) voraus. Die Vereinigung von abzahlbar
vielen abzahlbar unendlichen Mengen ist abzéhlbar unendlich. Kurz || J,enAnl = IN],
wenn [Ap| = [N] fur jedes n.

Beweis. Sei B, die Menge der Bijektionen aus Abb(N, A,). Nach Axiom 1.143 (ACC)
kann aus jeder Menge B, eine Bijektion f,: N — A, ausgewahlt werden. Man betrachte
nun

@:NxN— | JAy, o(n,m):=fa(m).

neN

Die Abbildung ¢ ist surjektiv, denn nach Satz 1.125 und Satz 1.100 gilt
o(NxN)= [ {fatm}=J | {fn(m)}

(n,m)eNxN neNmeN
=M {mhH=J M) = A
neN meN neN neN

Daher gilt || ,enAnl < INx N| = [N|. Fir eine beliebige der Bijektionen f, € B, lasst sich
die Zielmenge erweitern, so dass man eine Injektion f: N — | J,enAn erhalt. Daher ist
auch IN| £ [UpenAnl. Nach dem Satz von Cantor-Bernstein gilt also || J,enAnl = IN|.O

I Satz 1.146. Wenn R abzahlbar ist, dann ist auch der Polynomring R[ X] abzahlbar.

Beweis. Zu jedem Polynom vom Grad n > 1 gehdrt auf kanonische Weise genau
ein Tupel aus M, := R"™1 x R\ {0}. Da R abzéahlbar ist, sind auch R"™~1 und R\ {0}
abzahlbar. Dann ist auch M, abzahlbar. Nach Satz 1.145 qilt

IRIXI =1+ Mal=1+IN|=INJ. O

neN

I Satz 1.147. Es gibt nur abzahlbar unendlich viele algebraische Zahlen.
Beweis 1. Zu zeigen ist |A| = |[N| mit

A:={aeC|3Ip(p € QIX]\ {0} A p(a)=0)}.

Dass A unendlich ist, ist leicht ersichtlich, denn schon jede rationale Zahl g, von denen
es unendlich viele gibt, ist Nullstelle von p(X) := X — g und daher algebraisch.

Ein Polynom vom Grad n kann héchstens n Nullstellen besitzen. Nach Satz 1.146
gilt Q[ X] = [N|. Fir Q[ X] lasst sich also eine Abzahlung angeben. Bei dieser Abzahlung
|asst sich fur jedes Polynom p die Liste der Nullstellen von p einfigen. Streicht man
alle Nullstellen, die schon einmal vorkamen, dann erhdlt man eine Abzahlung der
algebraischen Zahlen. Demnach gilt |A| = |N|.O

Beweis 2. Jedem p =37 | axXX lasst sich eine Héhe h:=n + Y=o lakl zuordnen. Zu
einer festen Hohe kann es nur endlich viele Polynome p € Z[ X] geben, wodurch man
eine Abzahlung der Polynome erhalt, wenn fir h =1, h =2, h = 3 usw. jeweils die Liste
der Polynome eingefugt wird. Fur jedes Polynom p lasst sich die Liste der Nullstellen
von p einfugen. Streicht man alle Nullstellen, die schon einmal vorkamen, dann erhalt
man eine Abzahlung der algebraischen Zahlen.o

Beweis 3. Flr n € N sei

An = {x € A|x ist Nullstelle eines p € Z[X]\ {0} mit deg(p) =n,
dessen Koeffizienten ai alle |ak| £ n erflllen}.

Alle Aj, sind endlich und es gilt A = J,cnAn- Daher muss |A| < [N] sein.O

56



1.8 Abbildungen

Satz 1.148 (Satz und Def. Multiplikation von Kardinalzahlen).
Die Operation |X]|-|Y|:=|X x Y| ist wohldefiniert.

Beweis. Zu zeigen ist, dass |[X x Y| = |X’ x Y| aus |X| = |X’| und |Y| = |Y’| folgt. Nach
Voraussetzung gibt es Bijektionen f1: X —» X’ und f>: Y — Y’. Gesucht ist mindestens
eine Bijektion f: X x Y — X’ x Y’. Diese erhalt man gemaR folgender Konstruktion:

fx,y) = (fr(x). f2(y)).
Die Abbildung f ist injektiv, denn

f(x1,y1) =f(x2,y2) <= (fi(x1).f2(y1)) = (fr(x2),f2(y2))
= fix1))=H2)Af2(y1)=f2002) &= x1=x2AYy1=Y2
= (x1,y1) = (x2,¥2).

Flr die Surjektivitat muss es fiir jedes (x’, y’) mindestens ein (x, y) mit (x’,y’) =f(x, y)
geben. Die Konstruktion ergibt

Xy )=(1(x).2(0)) = X' =f1(x) Ay =f2(y).

Man findet x =f1_1(x’) und y =f2_1(y').
Die Umkehrabbildung ist gegeben gemal

Y)Y = U YY) = (T e m)K L y), (o m) (X, y))
= (F7 05 0)):

Mit mx ist die Projektion auf die k-te Komponente gemeint. O

Satz 1.149 (Satz und Def. Addition von Kardinalzahlen).
Fir XnY = @ ist |X| + |Y| := |X U Y| wohldefiniert. Dies schlieBt den Spezialfall
IX|+[Y]:=[XuY|mitXuYy:=({0}x X)u ({1} xY) ein.

Beweis. Zu zeigen ist, dass |[Xu Y| = |X’uY’| aus |X| = |X’| und |Y| = |Y’| folgt. Nach
Voraussetzung gibt es Bijektionen f1: X — X’ und f,: Y — Y/, wobei XnY = @ und
X'nY’ =@ gilt. Gesucht ist mindestens eine Bijektion f: XuUY — X’ uY’. Diese erhalt
man gemal folgender Konstruktion:

Ak furxeX,
10 = {fz(x) firx ey,

Die Abbildung f ist injektiv, denn entweder ist x” € X’ und somit
x'=f(a)=f(b) <= x'=fi(a) =f1(b) < a=b

oder x’ € Y/ und somit
x'=f(a)=f(b) <= x'=f2(a) =f2(b) < a=b.

Zusammengefasst folgt f(a) = f(b) < a=bflrallea,beXuY.
Flr die Surjektivitat muss es fir jedes x’ mindestens ein x mit x’ = f(x) geben.
Entweder ist x’ € X’, dann ist x’ = f1(x) und daher x =f1_1(x’). Oder es ist x’ € Y/,

dann ist X’ = f2(x) und daher x =f2_1(x’). O
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Satz 1.150 (Satz und Def. Potenz von Kardinalzahlen).
Die Operation |Y|X! :=|YX| ist wohldefiniert.

Beweis. Zu zeigen ist, dass |Abb(X, Y)| = |Abb(X’,Y’)| aus |X| = |X’/| und |Y| = |Y’|
folgt. Nach Voraussetzung gibt es Bijektionen f1: X — X’ und f>: Y — Y’. Gesucht ist
eine Bijektion F: Abb(X,Y) — Abb(X’, Y’). Diese erhalt man gemaR folgender Konstruk-
tion:

F(f):=frofofyt.
Die Abbildung F ist injektiv, da
F(f)=F(g) < faofofj =faogofi! & frof=fr09 < f=g,

denn Bijektionen sind kiirzbar. Fir die Surjektivitat muss es fir jedes f/ mindestens
ein f mit f/ = F(f) geben. Das fihrt auf die Gleichung f/ = fo o f ofl_l. Diese lasst

sich Umformen zu f; 1 o f = f o f{ 1. Wendet man beide Seiten auf f1 an, ergibt sich

f:fz_l of’ of1.0

Definition 1.41 (Weniger machtig).
Eine Menge A heillt weniger machtig als eine Menge B, kurz |A| < |B|, wenn es eine
Injektion A — B gibt, aber keine Bijektion A — B.

Satz 1.151 (Satz von Cantor).
Eine Menge ist stets weniger machtig als ihre Potenzmenge. Kurz |A| < |P(A)|.

Beweis. Fur das Vorhandensein einer Injektion A — P(A) bietet x — {x} einen schlich-
ten Beleg. Nun wird aus der Annahme, es gabe eine Surjektion f: A — 24, ein Wider-
spruch abgeleitet, womit erst recht keine Bijektion bestehen kann. Erreicht wird dies
nach Cantor durch ein Diagonalargument. Dazu definiert man die Menge

D:={xeA|x&£f(x)}.

Weil D ¢ A ist, hat man D € P(A). Angenommen, f ist surjektiv. Es liegt somit ein Zeuge
X € A vor, so dass f(x) = D. Speziell muss also x € f(x) & x € D per Def. 1.17 erfullt
sein. Man erhalt weiterhin die Umformung

xXeD &xeA/\xgéf(x) &xﬁf(x),

wobei (1) laut Definition von D gilt, und (2), weil x € A ja vorliegt. Man gelangt zur
Aussage

X €f(x) &= x€£f(x),

die laut Satz 1.45 aber widerspruchlich ist. O

I Satz 1.152. Die Menge der endlichen Teilmengen der natlrlichen Zahlen ist abzahl-
bar.

Beweis. Zu jeder Teilmenge A € Np gehdort genau eine Indikatorfunktion
14:Ng—{0,1}, 1a(n):=[neA].
Weil die Indikatorfunktion die naturlichen Zahlen als Definitionsbereich besitzt, handelt

es sich um eine Folge, die wie jede Folge als formale Potenzreihe.

paCX) = D 1a(MX" = > X"
n=0

neA
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dargestellt werden kann. Ist die Teilmenge A eine endliche, besitzt die Indiktorfunktion
eine endliche Nichtnullstellenmenge, womit sich pa(X) zu einem Polynom reduziert.
Wegen 14(n) < 2, kann man 1, als Kodierung der Zahl pa(2) auffassen, namlich als
Binardarstellung der Zahl pa(2) im Stellenwertsystem zur Basis X = 2. Deshalb fungiert
die Abbildung

f(A):=pa(2) = > 2"

neA

als kanonische Bijektion zwischen der Menge der endlichen Teilmengen der naturli-
chen Zahlen und der natirlichen Zahlen. Sie ist injektiv aufgrund der Eigenheiten von
Stellenwertsystemen. Sie ist surjektiv, weil 14 laut Pramisse jede beliebige Binardar-
stellung sein darf, und man somit aufgrund der Eigenheiten von Stellenwertsystemen
jede beliebige natlrliche Zahl erhalt.o
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2 Analysis

2.1 Folgen

2.1.1 Konvergenz

Definition 2.1 (Offene Epsilon-Umgebung). Sei (M, d) ein metrischer Raum. Un-
ter der offenen Epsilon-Umgebung von a € M versteht man:

Ue(a) = {x|d(x,a) < &}.

Man setze zunachst speziell d(x, a) :=|x—a| bzw. d(x, a) :=||x—a]|.

Definition 2.2 (Konvergente Folge, Grenzwert).

Eine Folge (ap) heilst konvergent gegen einen Grenzwert a, wenn es zu jedem noch
so kleinen ¢ einen Index ng gibt, so dass ab diesem Index samtliche ihrer Werte in
der Umgebung U¢(a) liegen. Formal:

r!irrgoan =a < Ve>0:3ng: Vn=ng: an € Us(a)

bzw.

r!irgoan =a < Ve>0:3ng:Vn=ng: |lap—a|| <&.

Definition 2.3 (Beschrankte Folge). Eine Folge (an) mit a, € R heiRt genau dann
beschrankt, wenn es eine reelle Zahl S gibt mit |a,| < S flr alle n.

Eine Folge (ap) von Punkten eines normierten Raums heillt genau dann beschrankt,
wenn es eine reelle Zahl S gibt mit ||ax|| < S flr alle n.

Satz 2.1 (Grenzwert bei Konvergenz eindeutig bestimmt).
Eine konvergente Folge von Elementen eines metrischen Raumes besitzt genau
einen Grenzwert.

Beweis. Sei (ap) eine konvergente Folge mit a, — g1. Sei weiterhin g1 # g». Es wird
nun gezeigt, dass g; kein Grenzwert von a, sein kann. Wir mussen also zeigen:

ﬂr!ergoan =gy & Je>0:Vngo: An=ng: an € Ue(92)

mit an € Ue(92) < d(an,92) = ¢.

Um dem Existenzquantor zu gentigen, wahlt man nun € = %d(gl,gz). Nach Def.
3.13 (Metrischer Raum) qilt d(g1,92) > 0, daher ist auch € > 0. Nach Satz 3.13
sind die Umgebungen U:(g1) und U:(g>) disjunkt. Wegen a, — g1 gibt es ein ng mit
an € U:(g1) far alle n = ng. Dann gibt es flr jedes beliebig groBe ng aber auch n > ng
mit an € Ug(g2).0

Satz 2.2 (Skaliertes Epsilon). Es gilt:

nlirro1oa,7 =a < Ve>0:3ng:Vn=no: |lap—all < Re,
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I wobei R > 0 ein fester aber beliebieger Skalierungsfaktor ist.

Beweis. Betrachte € > 0 und multipliziere auf beiden Seiten mit R. Dabei handelt es
sich um eine Aquivalenzumformung. Setze &’ := Re. Demnach gilt:

e>0 < ¢ >0.

Nach der Ersetzungsregel dufen wir die Teilformel € > 0 nun ersetzen. Es ergibt sich
die aquivalente Formel

limap=a < Ve'>0:3ng: Vn=no: |lap—all < €.

Das ist aber genau Def. 2.2.0

Satz 2.3. Es qilt:
lim ap=a = lim |lanll = llall
Beweis. Nach Satz 3.18 (umgekehrte Dreiecksungleichung) gilt:
lllanll—llalll < llan —all < €.

Dann ist aber erst recht |||ax||— llall| < €.0

Satz 2.4. Ist (an) eine Nullfolge und (b,) eine beschrankte Folge, dann ist auch
(anbp) eine Nullfolge.

Beweis. Wenn (b,) beschrankt ist, dann existiert nach Def. 2.3 eine Schranke S mit
|bn| < S fur alle n. Man multipliziert nun auf beiden Seiten mit |an| und erhalt

|anbnl = |anllbnl < |anl|S.

Wenn a, — 0, dann muss fur jedes € ein ng existieren mit |an| < € fur n = ng. Multipli-
ziert man auf beiden Seiten mit S, und ergibt sich

|anbp — O] = |apbn| < |an|S < Se.

Nach Satz 2.2 gilt dann aber anb, — 0.0

I Satz 2.5. Sind (ap) und (bp) Nullfolgen, dann ist auch (anbp) eine Nullfolge.

Beweis 1. Wenn (b,) eine Nullfolge ist, dann ist (b,) auch beschrankt. Nach Satz 2.4
gilt dann die Behauptung.

Beweis 2. Sei € > 0 beliebig. Es gibt ein ng, so dass |an| < € und |bp| < € flr n = no.
Demnach ist

|anbn| = lanl|bnl < lanle < £2.
Wegen e >0 < ¢ >0 mit &’ = €2 gilt
Ve'>0:3ng: Vn=ng: |anbn| < €.

Nach Def. 2.2 gilt somit die Behauptung. o
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Satz 2.6 (Grenzwertsatz zur Addition). Seien (a,), (bs) Folgen von Vektoren
eines normierten Raumes. Es gilt:
liman=aA limb,=b = liman+bp=a+b.
n—oo n—oo

n—oo

Beweis. Dann gibt es ein ng, so dass fur n > ng sowohl ||ap—a|| < € als auch |[|b,—b]|| <
€. Addition der beiden Ungleichungen flhrt zu

llan—all + |lbh — b|| < 2¢&.

Laut der Dreiecksungleichung, das ist Axiom (N3) in Def. 3.16 (normierter Raum), gilt
nun aber die Abschatzung

I(an + bn) = (a+ b)|l = l[(an —a) + (br — b)I| < llan — all + |lbn — bl
Somit gilt erst recht
l(an + bn)— (a + b)|| < 2¢.

Nach Satz 2.2 folgt die Behauptung. O

Satz 2.7 (Grenzwertsatz zur Skalarmultiplikation). Sei (a,) eine Folge von Vek-
toren eines normierten Raumes und sei r € R oder r € C. Es gilt:

limap,=a = limra, —ra.
n—o0 n—oo
Beweis. Sei € > 0 fest aber beliebig. Es gibt nun ein ng, so dass |la, — al| < € fur

n = no. Multipliziert man auf beiden Seiten mit |r|] und zieht Axiom (N2) aus Def. 3.16
(normierter Raum) heran, dann ergibt sich

lran—rall = |r|llan —all < |rle.

Nach Satz 2.2 folgt die Behauptung. O

Satz 2.8 (Grenzwertsatz zum Produkt).
Seien (ap) und (bp) Folgen reeller Zahlen. Es gilt:

nli_)ngoan =aA ALngobn =bh = r!i_,rQoa”b” =ab.
Beweis. Nach Voraussetzung sind a, — a und b, — b Nullfolgen. Da das Produkt von
Nullfolgen wieder eine Nullfolge ist, gilt
(ap—a)(bp—b)=anbn—anb—aby + ab — 0.
Da nach Satz 2.7 aber an,b — ab und ab, — ab, ergibt sich nach Satz 2.6 nun
(ap—a)(bh—b)+ anb + ab, =anbn + ab — 2ab.

Addiert man nun noch die konstante Folge —2ab und wendet nochmals Satz 2.6 an,
dann ergibt sich die Behauptung

anbp, — ab. O
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I Satz 2.9. Ist (an) konvergent und (bp) divergent, dann ist (an + bp) divergent.

Beweis. Per Negationseinfihrung verbleibt das Ziel, aus der Annahme, (an + bp) ware
konvergent, einen Widerspruch abzuleiten. Mit den Grenzwertsatzen erhalt man nun

,;Lngo(an+bn)—,;Lrgoan =,;Lrgo(an+bn—an)=,;Lrgobn.

womit (bp) konvergent sein wirde, was jedoch im Widerspruch zur zweiten Pramisse
steht.O

Satz 2.10. Sei (ap) frei von Nullstellen. Ist (ap) konvergent und (bj) divergent, dann
ist (anbp) divergent.

Beweis. Per NegationseinflUhrung verbleibt das Ziel, aus der Annahme, (anbp) ware
konvergent, einen Widerspruch abzuleiten. Mit den Grenzwertsatzen erhalt man nun

Jim (a;7) lim (anbn) = lim (a;“anbn) = lim by,

womit (bp) konvergent sein wirde, was jedoch im Widerspruch zur zweiten Pramisse
steht.O

Satz 2.11. Seien (an), (bn) Folgen reeller Zahlen mit a, — a und b, — b, wobei
bp > 0 und b > 0. Dann gilt (bp)4" — bA.

Beweis. Aufgrund der Stetigkeit von exp und In findet sich

lim (b)) = lim exp(In(bn)an) = exp(In(lim bp) lim an) = exp(In(b)a) = b®. O
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Satz 2.12. Sei M ein metrischer Raum und X ein topologischer Raum. Eine Abbildung
f: M — X ist genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist.

Satz 2.13 (Satz zur Fixpunktgleichung). Sei M ein metrischer Raum und sei
f: M — M. Sei xp+1 := f(Xn) eine Fixpunktiteration. Wenn die Folge (x5) zu einem
Startwert xo gegen ein x € M konvergiert, und wenn f eine stetige Abbildung ist,
dann muss der Grenzwert x die Fixpunktgleichung x = f(x) erfillen.

Beweis. Wenn x, — x, dann gilt trivialerweise auch x,+1 — x. Weil f stetig ist, ist f
nach Satz 2.12 auch folgenstetig. Daher qgilt limf(an) = f(limap) fur jede konvergente
Folge (ap). Somit gilt:

x = lim xp1 = lim f(xn) =f(lim xn) = f(x). O

2.1.2 Wachstum und Landau-Symbole

Definition 2.4. Seien f,g: D — R mit D = N oder D = R. Man sagt, die Funktion f
wachst nicht wesentlich schneller als g, kurz f € O(g), genau dann, wenn

J3c>0: Ixg: Vx>xo: [F(X)] < clg(x)].

I Satz 2.14. Ist r e R mit r # 0 eine Konstante, dann gilt O(rg) = O(g).
Beweis. Nach Def. 2.4 ist

feO(rg) < 3c>0: Ixp: Vx>xo: |[f(X)] < clrg(x)].
Man hat nun

FOAl < clrg()l = c-Ir|-1g(x)I.

Wegen r # 0 ist |r| > 0 und daher auch ¢ > 0 < c|r| > 0. Sei ¢’ :=r|c|. Also gilt
c >0 < ¢’ > 0. Nach der Ersetzungsregel darf ¢ > 0 gegen ¢’ > 0 ersetzt werden
und man erhalt die aquivalente Bedingung

3c’>0: Ixg: Vx>x0: |[f(X)| < c’|g(x))].
Nach Def. 2.4 ist das gerade f € O(g). O
I Satz 2.15. Sind f1,f> € O(g), ist auch f1 + f> € O(9).
Beweis. Als Pramissen liegen Zeugen ¢’ > 0,xg und ¢’ > 0, x fur

Vx> xg: [f1(x)] < c'lg(x)l,
Vx> x¢: [f2()] < c”1g(x)]

vor. Mit der Dreiecksungleichung findet sich
[f100) + £2001 < [f10)] + [2001 < ¢’ g + ¢”|g(x)| = (¢” + ) |g(x)|
fir x > max(xg,xg). Ergo sind xq := max(xg,xg) und c :=c’ + ¢’ Zeugen fur

dc>0:3x0: Vx> Xo: [f1(X)+ f2(xX)| <clg(x)]. O
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2.2 Stetige Funktionen

Definition 2.5 (Grenzwert einer Funktion). Seif: D - R mit D C R und sei p ein
Haufungspunkt von D. Die Funktion f heilst konvergent gegen L fur x — p, wenn

Ve>0: 36>0: VxeD: (0 <|x—Xxg| <6 = |[f(X)—L]| < e).

Bei Konvergenz schreibt man L = )I(irr;)f(x) und nennt L den Grenzwert.

Definition 2.6 (Stetig an einer Stelle).
Eine Funktion f: D — R mit D € R heil3t stetig an der Stelle xg € D, wenn

Ve>0: 36>0: VxeD: (Ix—xo| <6 = [f(xX)—f(x0)| < &).

Definition 2.7 (Dehnungsbeschrankte Funktion).
Eine Funktion f: D — R mit D € R heiSt dehnungsbeschrankt, auch Lipschitz-stetig
genannt, wenn eine Konstante L existiert, so dass

If(b)—f(a)l < L|b—al

far alle a,b € D.

Definition 2.8 (Dehnungsbeschrankt an einer Stelle).
Eine Funktion f: D — R mit D € R heiBt dehnungsbeschrankt an der Stelle xg € D,
wenn eine Konstante L existiert, so dass

[f(x0) — (a)| < L|xo —al
fur alle a € D.
Satz 2.16. Eine Funktion ist genau dann dehnungsbeschrankt, wenn sie an jeder

Stelle dehnungsbeschrankt ist und die Menge der optimalen Lipschitz-Konstanten
dabei beschrankt.

Beweis. Eine dehnungsbeschrankte Funktion ist trivialerweise an jeder Stelle deh-
nungsbeschrankt. Ist f: D — R an der Stelle b dehnungsbeschrankt, dann existiert eine
Lipschitz-Konstante L, mit

YaeD: [f(b)—f(a)| < Lplb—al.

Nach Voraussetzung ist L = suppep Lp endlich. Alle Ly kénnen nun zu L abgeschwacht
werden und es ergibt sich

VbeD:VaeD: |[f(b)—f(a)|<Llb—al. O

Definition 2.9 (Lokal dehnungsbeschrankt).

Eine Funktion f: D — R mit D € R heifSt lokal dehnungsbeschrankt in der Nahe einer
Stelle xg € D, wenn es eine Epsilon-Umgebung U:(xg) gibt, so dass die Einschran-
kung von f auf diese Umgebung dehnungsbeschrankt ist. Die Funktion heiSt lokal
dehnungsbeschrankt, wenn sie in der Nahe jeder Stelle dehnungsbeschrankt ist.
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2.2 Stetige Funktionen

ein 6 > 0, so dass die Einschrankung von f auf Us(xo) an der Stelle xg dehnungsbe-

Satz 2.17. Ist die Funktion f: D — R an der Stelle x¢ differenzierbar, dann gibt es
schrankt ist.
Beweis. Def. 2.5 wird in Def. 2.10 (diff) eingesetzt. Es ergibt sich:

F(x)—f(xo0)

X—X0

O<|x—xg|<é6 = <E&.

—f'(x0)

Nach der umgekehrten Dreiecksungleichung 3.18 qilt
f(x)—f(xo) F(x)—f(xo)
X— X0

X—Xo

— ' (x0)I < —f’(x0)

<E.

Daraus ergibt sich
[f () — f(x0)l < (If"(x0)| + €) - Ix — Xol
und somit erst recht
[F(x) = f(x0)| < (If'(x0)| + €) - X —xol,
wobei jetzt auch x = xg erlaubt ist. Demnach wird Def. 2.8 erfullt:

36>0: Vx € Us(x0): If(x)—f(x0)| < (If'(xo)| + €) - [x—xol. O

Satz 2.18. Eine differenzierbare Funktion ist genau dann dehnungsbeschrankt, wenn
ihre Ableitung beschrankt ist.

Beweis. Wenn f: I — R dehnungsbeschrankt ist, dann gibt es L mit

‘f(b) f(a)

fur alle a,b € D mit a # b. Daraus folgt
f(b)—f(a) f(b)—f(a)
b—a b—a

Demnach ist die Ableitung beschrankt.
Sei nun umgekehrt die Ableitung beschrankt. Fir a, b €I mit a # b gibt es nach dem
Mittelwertsatz ein xg € (a, b), so dass

f(b)—f(a)
b—a |

Da die Ableitung beschrankt ist gibt es ein Supremum L = sup,; If’(x)|. Demnach ist
If’(x)| < L fur alle x. Es ergibt sich

‘f(b) —f(a)
—a

= lim

b—a

If"(a)l = ‘kl)l_r]; <L.

If"(x0)I =

<Llb—al = [f(b)—f(a)| < LIb—al.

Nun darf auch a = b gewahlt werden. O

Satz 2.19. Eine auf einem kompakten Intervall [a, b] definierte stetig differenzier-
bare Funktion ist dehnungsbeschrankt.

Beweis. Sei f: [a, b] — R stetig differenzierbar. Dann ist f’(x) stetig. Nach dem Satz
vom Minimum und Maximum ist |f’/(x)| beschrankt. Nach Satz 2.18 muss f dehnungs-
beschrankt sein. 0
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I Satz 2.20. Eine stetig differenzierbare Funktion ist lokal dehnungsbeschrankt.

Beweis. Sei f: D — R stetig differenzierbar. Sei [a,b] € D. Sei xg € [a, b]. Die Ein-
schrankung von f auf [a, b] ist dehnungsbeschrankt nach Satz 2.19. Dann ist auch die
Einschrankung von f auf U:(xo) € [a, b] dehnungsbeschrankt. o

Satz 2.21. Es gibt differenzierbare Funktionen, die nicht Gberall lokal dehnungsbe-
schrankt sind.

Beweis. Aus Satz 2.18 ergibt sich als Kontraposition, dass eine Funktion mit unbe-
schrankter Ableitung nicht dehnungsbeschrankt sein kann.

Ist f: D - R an jeder Stelle differenzierbar und ist f’ in jeder noch so kleinen
Umgebung der Stelle xg unbeschrankt, dann kann f also in der Nahe dieser Stelle auch
nicht lokal dehnungsbeschrankt sein.

Ein Beispiel fur eine solche Funktion ist f: [0, ) — R mit

£(0):=0 und f(x):=x>2cos(%).

Einerseits gilt

fO+n-—s0) . f(h)

7 T — [ 1/2 l —
FO= = = im =~ eos(zh =0

Die Funktion ist also an der Stelle x = 0 differenzierbar. Andererseits gilt nach den
Ableitungsregeln

f'(x) = ;&cos (%) + % sin (%)

fir x > 0. Der Term % erwirkt flir x — 0 immer groBere Maxima von |f’(x)|. Daher
kann f in der Nahe von x = 0 nicht lokal dehnungsbeschrankt sein. O

Satz 2.22. Sei f: R — R differenzierbar und f(x) konvergent flir x — 0. Ist aullerdem
f/ dehnungsbeschrankt, zieht dies f/(x) — 0 fir x — oo nach sich.

Beweis. GemaR dem cauchyschen Konvergenzkriterium gibt es zu jedem € > 0 eine
Stelle xg, so dass

lf(b)—f(a)l <¢€

fir alle a, b mit xg < a < b. Nun ist f/ aufgrund der Dehnungsbeschranktheit erst recht
stetig, womit

b
f f/(x)dx
a

=|f(b) —f(a)l

laut dem Fundamentalsatz gilt. Gezeigt wird nun, dass |f’(a)| beschrankt ist. Sei dazu
L die Lipschitz-Konstante. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f/(a) > 0. Fallen
darf f/ maximal mit dem Anstieg —L. Geschieht dies linear bis zur Nullstelle b, ergibt
sich ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Flacheninhalt

1 ’ 2 0 ’
Zf (a) =Lf(x)dx<£.

Demnach ist f'(a) < ¥2Le. Weil dies fir alle a > x¢ gilt, muss f’ jede Beschrankung
unterbieten, womit der Beweis der Behauptung erbracht ist. O

Die Diskussion des Gegenbeispiels f(0) := 0, f(x) := sin(x2)/x macht ersichtlich, dass
die Aussage ohne Dehnungsbeschranktheit nicht einmal fur glatte Funktionen gilt.
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I Satz 2.23. Eine Bijektion f: R — [0, 1] kann nicht stetig sein.

Beweis. Angenommen, f ist stetig. Weil die Werte 0 und 1 Bilder von f sind, existieren
a,b mit f(a)=0und f(b) =1. Zudem qilt [0,1] € f([a, b]) laut dem Zwischenwertsatz.
Infolge findet sich

-1 @ (2) (-1 -
R=f7([0,1]) € fT (f([a,b])) = (" of)([a, b]) =id([a,b]) =[a, b],

wobei (1) laut Satz 1.124 und (2) laut Satz 1.127 gilt. Die Aussage R C [a, b] ist aber
absurd. Widerspruch zur Annahme. O

I Satz 2.24. Die Funktion f: R — R mit f(x) := ax + b ist stetig.
Beweis. Zunachst unternimmt man die Termumformung
[f(x) — f(x0)I = lax — axol =lal - [x — Xol.

Laut Definition der Stetigkeit ist ein § > 0 ausfindig zu machen, mit dem die Ableitung
von

e>0,|[x—Xxg|<é6F|al-|x—xo| <&

gelingt. Im Fall a = 0 reduziert sich die Sukzedenz zu 0 < ¢, was ja gegeben ist. Im Fall

a # 0 gelangt man nun durch aquivalente Umformung der Sukzedenz zu |x — xp| < ﬁ

Es darf also 6 := k%l gesetzt werden. Da die Umformung eine aquivalente war, darf sie
rickgangig gemacht werden, was zur gewiunschten Aussage fuhrt.O

Satz 2.25. Sei a eine Konstante. Ist eine Funktion f: R — R an einer Stelle stetig,
dann ist auch x — af(x) an dieser Stelle stetig.

Beweis. Man unternimmt die Termumformung
laf(x) — af(xo)l = lal - [f(x) — f(Xo).

Laut Definition ist somit ein 6 > 0 zu finden, mit dem sich
fstetiginxo, € >0, [x—xol <éFlal-|[f(xX)—f(xo)l <€

bestatigt. Im Fall a = 0 ist dies trivial. Sei also a # 0. Aus € > 0 folgt nun ﬁ > 0. Laut
Definition gilt zudem

Ve’ >0:36 >0: Vx: [x—xo| <6 — |f(x)—f(x0)| < €.

Mit der Spezialisierung €’ := ﬁ erhalt man nun einen gewunschten Zeugen 6. Mit |x —

Xo| < & folgt daraufhin [f(x) —f(x0)| < % per Modus ponens. Aquivalente Umformung
fUhrt schlieBlich zur gewunschten Aussage |al - |f(x) — f(xo)| < €.0

I Satz 2.26. Sind f, g stetig in einer Stelle, so auch x — f(x) + g(x).
Beweis. Es ist ein § > 0 zu finden, mit dem

f.gstetiginxo, >0, |Ix—=xoll <& F [[(f(x) + 9(x)) — (F(X0) + g(x0))l < £
bestatigt werden kann. Gegeben ist

Ve >0:38 >0:Vx: |Ix—xoll <& = |If(x)—=f(x)| <€,
Ve’ >0:36” >0:Vx: |[x—xo|l <6 = |lg(x)—g(xo)|l < &”.
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Man spezialisiere €’ := £ und €” := £. Man wéhle nun & := min(&’, 6”’). Dann impliziert
[[x —xgl|| < & sowohl [|x —xg]| < & als auch [|x—xg]|| < §”. Per Modus ponens erhalt man
also |If(x) —f(xo)ll < € und ||g(x) — g(x0)|| < €. Mit diesen findet sich

IF(X) + g(x)) — (f(X0) + g(x0))Il = IIf (X) — f(x0) + 9(x) — g(xo)l

(1)
< IFO)—Fxo)ll+ llg(x) — g(xo)ll < €' + €’ =€,

wobei fur (1) die Dreiecksungleichung zur Anwendung kam. O
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2.3 Differentialrechnung

2.3 Differentialrechnung

2.3.1 Ableitungsregeln

Definition 2.10 (Differenzierbarkeit, Ableitung). Eine Funktion f: D — R heif3t
differenzieraber an der Stelle xg € D, wenn der Grenzwert

Flxo) = lim JOI=IX0) o f0xo + 1) = f(Xo)

X=Xo X —Xg h—0 h

existiert. Man nennt f/(xg) die Ableitung von f an der Stelle xg.

Satz 2.27. Sei I ein Intervall und f,g: I — R. Sind f, g differenzierbar an der Stelle
x €1, dann ist auch

f + g dort differenzierbar mit (f + g)’(x) = f'(x) + g’(x),

f — g dort differenzierbar mit (f — g)’(x) = f/(x) — g’ (x).
fg dort differenzierbar mit (fg)’(x) = f/(x)g(x) + f(x)g’ (x).

Beweis. Es gilt

F+9)x+h)—(F+9)x)
h
—lim (Fx+h)+g(x+ h))—(FXx)+g(x))
h—0 h
. (f(X+ h)—f(x) g(x+ h)—g(X))
= lim +
h—0 h h
. fx+h)—f(x) . g(x+h)—g(x)
= lim + lim
h—0 h h—0 h

F+9)Y ()= lim

=f'(x) + g’ (x).

Da die Grenzwerte auf der rechten Seite nach Voraussetzung existieren, muss auch
der Grenzwert der Summe existieren. Die Rechnung flr die Subtraktion ist analog.
Bei der Multiplikation wird ein Nullsummentrick angewendet:

+ h)— + h)—
g0 () + £ (X) = g mw +£00) fim 2 & ,3 909
. f(x+h)—f(x) _ g(x+h)—g(x)
= im s W | im0 =
. f(x+h)gx+h)—f(xX)gx+h)  f(x)g(x+h)—f(x)g(x)
=jim h *im h
—im f(x+h)g(x+ h)—f(x)g(x+ h) + f(x)g(x + h) — f(x)g(x)
h—0 h
_ fx+h)gx+h)—f(x)g(x) = (fg)(x+ h)—(fg)(x) ,
= lim = lim =(fg)' (x).
h—0 h h—0 h

Hierbei wurde limp_0 g(x + h) = g(x) benutzt, was richtig ist, weil g an der Stelle x
differenzierbar ist und dort somit ganz sicher stetig. O
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Satz 2.28. Sei I ein Intervall. Sind f,g: I — R an der Stelle x differenzierbar und ist
g(x) # 0, dann ist auch f/g differenzierbar und es gilt

fy F'(x)9(x) —f(x)9’ (x)
(_) ()= g(x)? '

Beweis. Nach der Produktregel in Satz 2.27 qilt

_1v=(g. Yoyt 1y
0=1=(g- =9'-—+g- .
g9 g9 g9

Umstellen bringt (1/9)’(x) = —g9’(x)/9(x)%. Nochmalige Anwendung der Produktregel
bringt

(2)'(x)=(f )(x) £ ﬁ+f(><)( )(x)

f’(X) f(X)g (X)_f’(X)g(X) f(x)g’'(x) g
g(x) 9(x)? 9(x)?

I Satz 2.29. Fir f: R — R, f(x) :=x" mit n € N gilt f/(x) = nx"~1,
Beweis 1. Heranziehung des binomischen Lehrsatzes bringt

£/(x) = lim A mT=x7_ e (PN =X
h—0 h h—0 h

n
n
= lim (nx”_1 + E x”_khk_l) =nx"1. o
h—0 k=2 \K

Beweis 2. Induktiv. Der Induktionsanfang dd—xx = 1 ist klar. Mittels der Produktregel in
Satz 2.27 bewaltigt man den Induktionsschritt

n—1

n—1 n—1 — yN—1 — n—1
&x cIX(xx )=x +de L=x""14(n—-1)x =nx""*. 0O

I Satz 2.30. Fir f: R\{0} = R, f(x) :=x" mit n € Z gilt f/(x) = nx"~1.

Beweis. Der Fall n = 0 ist trivial und n > 1 wurde schon in Satz 2.29 gezeigt. Sei nun
a € Z>1 und n = —a. Nach der Produktregel (Satz 2.27) und Satz 2.29 qilt

_dq _d,a,—ay_,—ad a ad,—a_,—a ad
0=g1=gO X ) =x""g X"+ x" g x™ " =x ax® 1 +x dXx

Dividiert man nun durch x? und formt um, dann ergibt sich

n—1

— —a—1
KX T=—ax , das he|l3t,d x" = nx . O
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2.3.2 Glatte Funktionen

Satz 2.31. Sei f: R — R eine Funktion mit der Eigenschaft f(x) = 0 fir x < 0 und
f(x) > 0 fur x > 0. Es gibt glatte Funktionen mit dieser Eigenschaft, jedoch keine
analytischen.

Beweis. Wegen f(x) = 0 fir x < 0 muss die linksseitige n-te Ableitung an der Stelle

X = 0 immer verschwinden. Wenn die n-te Ableitung stetig sein soll, muss auch die

rechtsseitige Ableitung bei x = 0 verschwinden. Da die Funktion glatt sein soll, muss das

flr jede Ableitung gelten. Daher verschwindet die Taylorreihe an der Stelle x = 0. Da

aber f(x) > 0 fur x > 0, gibt es keine noch so kleine Umgebung mit Ubereinstimmung

von f und ihrer Taylorreihe. Daher kann f an der Stelle x = 0 nicht analytisch sein.
Eine glatte Funktion lasst sich jedoch konstruieren:

e~ /X wennx >0,
0 wenn x < 0.

f(x):= {
Ist namlich g(x) an einer Stelle glatt, dann ist es nach Kettenregel, Produktregel und

Summenregel auch e9™). Die n-te Ableitung lasst sich immer in der Form
D €99 () = 90" r(x) = e9Xr(x)

darstellen, wobei die ri(x) bzw. r(x) in diesem Fall rationale Funktionen mit Polstelle
bei x = 0 sind. Da aber e~ /X fiir x — 0 schneller fallt als jede rationale Funktion steigen
kann, muss die rechtsseitige Ableitung an der Stelle x = 0 immer verschwinden. O

2.3.3 Richtungsableitung

Definition 2.11 (Richtungsableitung). Sei U € R” offen, x € U eine Stelle und
v € R" ein Vektor. Man betrachte fiir ein kleines € > 0 die Parametergerade

Y:(—¢&,€)—>U, vy({t):=x+tv.
FUr eine Funktion f: U — R ist die Zahl

f(x+hv)—f(x)
- ,

falls sie existiert, die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v.

Dvf(x):=(fov)(0)= Jim

Satz 2.32. Die Funktionen f, g seien an der Stelle x in Richtung v differenzierbar.
Sei ¢ eine reelle Zahl. Dann sind auch f+ g, f—g, cf, fg differenzierbar und es gelten
die den Ublichen Ableitungsregeln analogen Regeln

Dv(f + 9)(x) = Dyf(x) + Dvg(x),
Dv(f — 9)(x) = Dyf(x) + Dvg(x),
Dy (cf)(x) = cDvf(x),
Dv(f9)(x) = g(x)Dvf(x) + f(x)Dvg(x).

Beweis. Die Ableitungsregeln werden Uber die Definition auf die Ableitungsregeln fur
gewdhnliche reelle Funktionen zurickgeflhrt. So ist

Dv(f+9)(x)=((f+9)o¥)(0)=((fey)+ (g°7))(0)
= (fo7)'(0)+ (g9 °¥)'(0) = Dyf(x) + Dvg(x).

Der Beweis der restlichen Regeln ist analog.O
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Satz 2.33 (Kettenregel).
Sei g: R — R differenzierbar und f differenzierbar an der Stelle x in Richtung v. Dann
ist auch g o f entsprechend differenzierbar, und es gilt

Dv(g o f)(x) = (g’ o f)(x) - Dvf(x).

Beweis. Die Regel ist gemal der Definition auf die gewdhnliche Kettenregel zurick-
fuhrbar. Man bekommt

Dv(gef)(x)=(geofev)(0)=9g (f(v(0))): (fov)'(0) =9'(f(x)) - Dvf(x). O

Definition 2.12 (Partielle Ableitung).
Sei (e1,...,ep) die Standardbasis. Die partielle Ableitung a«f(x) ist definiert als die
Richtungsableitung D f(x) bezlglich v = ek.

Satz 2.34. Zur jeder gewdhnlichen Ableitungsregel besitzt die Richtungsableitung
eine analoge Regel.

Vorbereitung. Sei f = (f1,...,fn) ein Tupel von Funktionen aus einem Funktionen-
raum und sei entsprechend f(x) := (fi(x),...,fn(x)). Sei p eine beliebige mehrstellige
Operation. Sei np(f)(x) die punktweise Anwendung von p. Ein Beispiel ist die Addition

p(y1,y2) :=y1+y2. Dannist np(f1,f2)(x) = f1(x) + f2(x). Sei
F(MS) :=(Tf1,...,Tfn)

die komponentenweise Anwendung eines Operators T. Sei Cy der durch Cyf :=foy
definierte Kompositionsoperator. Allgemein gilt

Cyonp=npoF(Cy).

Beweis. Pramisse ist, dass der gewdhnliche Ableitungsoperator D die Regel
D(np(F))(x) = (D ° np)(F)(x) = R(F(x), F(D)(f)(x))

erfallt. FUr die Richtungsableitung von np(f) gilt dann

Dv(np(f))(x) = (Np(f) ° ¥)’(0) = (D o Cy 0 np)(f)(0) = (D o np o F(Cy))()(0)
= (D 2 np)(F(Cy)(f))(0) = R(F(Cy)(F)(0), F(D)(F(Cy)())(0))
=R(f(x), F(D o Cy)()(0)) = R(f(x), F(Dv)(f)(x)). O

Beispiele sind

ply1,y2)=y1+y2, R(W(y1.y2).(y1.¥5) =y]+ V5
ply1.y2)=yiy2,  R((y1,y2).(y1.¥y5) =yiy2+yiy5,
ply)=cy, Ry.y")=cy’,

p(y) =9(y), R,y )=9'(y)y".
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2.4 Fixpunkt-Ilterationen

Definition 2.13 (Kontraktion). Sei (M, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Eine
Abbildung ¢: M — M heiRt Kontraktion, wenn sie dehnungsbeschrankt mit Lipschitz-
Konstante L < 1 ist, das heiRt,

d(e(x),e(y)) <Ld(x,y)

far alle x,y e M.

Satz 2.35 (Fixpunktsatz von Banach). Sei (M, d) ein nichtleerer vollstandiger
metrischer Raum und sei ¢: M — M eine Kontraktion. Es gibt genau einen Fixpunkt
X € M mit x = ¢(x) und die Folge (xp): N—= M mit xp+1 = @(Xn) konvergiert gegen
den Fixpunkt, unabhangig vom Startwert xg.

Satz 2.36 (Hinreichendes Konvergenzkriterium). Sei M =[q,b]. Ist¢p: M - M
differenzierbar und gibt es eine Zahl r mit |¢’(x)| < r < 1 fir alle x € M, dann hat
¢ genau einen Fixpunkt und die Folge (xp) mit xp+1 = @(xn) konvergiert far jeden
Startwert xo € M gegen diesen Fixpunkt.

Beweis. Nach Satz 2.18 ist eine differenzierbare Funktion ¢ mit beschrankter Ableitung
auch dehnungsbeschrankt, und L = sup,¢pm |¢’(X)| eine Lipschitz-Konstante. Wegen
l@’(x)] < r muss L < r sein, und somit L < 1. Das heil’t, ¢ ist eine Kontraktion. Die
Konvergenz der Folge (x,) ist gemal Satz 2.35 gewahrleistet. O

Satz 2.37 (Hinreichendes Konvergenzkriterium zum Newton-Verfahren).
Seif:[a,b] — R zweimal stetig differenzierbar und f/(x) # 0 flr alle x. Sei

fx)
:[a,b] = [a,b], =X— .
¢:[a,b] —[a,b], o(x):=Xx 75
Man beachte ¢([a, b]) € [a, b]. Gilt fur alle x die Ungleichung
oot _ [T (X)
lp" ()| = 07 <1,

dann besitzt f genau eine Nullstelle und die Folge (x,) mit xp+1 = @(Xxn) konvergiert
gegen diese Nullstelle.

Beweis. Gemal den Ableitungsregeln ist ¢ stetig differenzierbar und es gilt

FOOf ()= FOAf"(x) — FOOf" (X)
F/(x)? A

Da |¢@’(x)| stetig ist, gibt es nach dem Satz vom Minimum und Maximum ein Maximum
M und nach Voraussetzung ist M < 1. Man setze nun r := (M + 1)/2. Dann ist |¢’(x)| <
r < 1. GemalR Satz 2.36 konvergiert die Iteration (x;) gegen den einzigen Fixpunkt von
. Wegen f’(x) # 0 gilt dabei

fx) fx)
- = = =

f(x) fx)

Der Fixpunkt von ¢ ist also die einzige Nullstelle von f. O

P'x)=1~-

X=¢p(xX)=x 0 < f(x)=0.
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2.5 Ungleichungen

Satz 2.38 (Lagrangesche Schranke).
Sei ax € C und ap # 0. Fir jede L6sung z € C der Gleichung >})_ axzK = 0 gilt

n—1

|z] £ max(1, Z

k=0

Ak

).

an
Beweis. Sei z eine Losung. Fur |z| < 1 ist die Aussage offenkundig erflllt. Sei also

|z| > 1, womit insbesondere |z| # 0 gilt. Abspaltung des Leitmonoms von der Summe
bringt die Gleichung in die Form —a,z" = ZZ;; axzk. Man findet nun

n—1
> az"
k=0

Dividiert man diese Ungleichung auf beiden Seiten durch |a,| und |z|"~1, ergibt sich

lanllz|" = |anz"| =

(1)1 (23 1
< > lalizlf < ] lakllz"

=1 lakl

|Z|SZ

k=0

|an|.

Die Abschatzung (1) gilt gemaR der Dreiecksungleichung. Zur Abschatzung (2) Gberlegt
man sich |z|K < |z]"~1 wegen |z| > 1.O

Satz 2.39 (Cauchysche Schranke).
Sei ax € C und ap # 0. Fir jede L6sung z € C der Gleichung >))_ axzK = 0 gilt

an—-1
|z] <1+ max(

).

yes oy

n an

Beweis. Sei z eine Losung. Fur |z| < 1 ist die Aussage offenkundig erflllt. Sei also
|z| > 1. Abspaltung des Leitmonoms von der Summe bringt die Gleichung in die Form
—apz" = ZZ;; axzX. Man findet

n—1
Z Clka

k=0

zI"—1  mjz|”
<

lanllz|” = |anz"| = < ,
5 ! lzZl—1 ~ |z|-1

(1yn=t L=
< Slallzl* < > mlzlk =m
k=0 k=0

wobei m = max(|Jagl,...,|an—1]). Kirzen von |z|" und anschlieBende Umformung nach
|z| resultiert in

m (3 laol lan—1]
(=)1+max( .
an |an| |an|

lz| <1+

Die Abschatzung (1) gilt gemals der Dreiecksungleichung. Die Abschatzung (2) gilt
aufgrund |akx| < m flr jedes k. Gleichung (3) gilt, weil die Maximumsfunktion positiv
homogen ist. 0O
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2.6 Monotonie

Definition 2.14 (Monotone reelle Funktion).
Eine Funktion f: X — R mit X C R heifSt

monoton steigend <= Va,be X:a<b= f(a) <f(b),
monoton fallend (< Va,be X:a< b= f(b) <f(a),

streng monoton steigend <= Va,be X: a < b= f(a) < f(b),
streng monoton fallend <= Va,be X: a <b = f(b) < f(a).

I Satz 2.40. Jede streng monotone Funktion ist injektiv.

Beweis. Laut Def. 1.37 ist a = b unter der Annahme f(a) = f(b) zu bestatigen. Es sei
f streng monoton steigend. Ware a < b, dann ware f(a) < f(b), was der Annahme
widerspricht. Ware b < a, dann ware f(b) < f(a), was der Annahme ebenso widerspricht.
Aufgrund der Trichotomie verbleibt nur noch a = b. Fur streng monoton fallende
Funktionen verlauft die Argumentation analog. o

Satz 2.41. Ist f streng monoton steigend und g wenigstens monoton steigend, dann
ist f + g streng monoton steigend.
Beweis. Laut Def. 2.14 ist
a<b = f(a)+g(a) <f(b)+g(b)

zu bestatigen. Mit den mit Def. 2.14 entfalteten Pramissen impliziert a < b zunachst
f(a) < f(b) und g(a) < g(b). Weiterhin gilt

fla) <f(b) = f(a)+g(a) <f(b)+g(a),
g(a) < g(b) = f(b) +g(a) < f(b) + g(b).

Per Transitivgesetz erhalt man nun das gewinschte Resultat. O

Satz 2.42. Die Potenzfunktion f: R>g — R, f(x) := x" ist flir n € Z>1 streng monoton
steigend.

Beweis. Induktion Uber n. Im Anfang n = 1 ist die Forderung von Def. 2.14 trivial
erflllt. Im Schritt ist

0<a,a<b,a”" <b"ka"*l <ptl

zu bestatigen. Mit a > 0 ist auch a” > 0. Multipliziert man also a < b auf beiden Seiten
mit a”, erhalt man a”*1 < a"b. Multipliziert man a” < b" auf beiden Seiten mit b > 0,
erhalt man a”b < b"*1, Per Transitivgesetz findet sich nun a"*1 < p"+1.0

Satz 2.43. Sei I ein offenes Intervall und f: I — R. Ist f differenzierbar mit positiver
Ableitung an jeder Stelle, dann ist f streng monoton steigend.

Beweis. Seien a, b €1 beliebig. Laut Def. 2.14 ist f(a) < f(b) aus a < b zu folgern. Laut
dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert eine Stelle x € (a, b) mit

fB)—f(@)=f"0)(b—a).

GemaR der Pramisse ist nun f/(x) > 0. Wegen a < b ist auerdem b—a > 0. Ergo ist
f'(x)(b—a) > 0 und somit f(b)— f(a) > 0, also f(a) < f(b).O
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2.7 Spezielle Funktionen

2.7.1 Gammafunktion

Definition 2.15 (Gammafunktion). Fir x > 0 definiert man

rx) := f t*~le~tdt.
0

l Satz 2.44. Die Gammafunktion ist wohldefiniert.

Beweis. Es ist zu bestatigen, dass das Integral, durch das I'(x) definiert wurde, flr
x > 0 existiert. Zu beachten ist hierbei, dass es flr x < 1 ebenfalls bezlglich der
unteren Grenze ein uneigentliches ist. Wir trennen es daher bezlglich der Stellet =1
in zwei Summanden auf. Man hat also

1 %)

tx‘le_tdt+f tX*~le~tdt.
1

F(x)=I1 + 1 =J

0

Wir haben nun
tX—le—t
lim ——— =lime t=1.
tNOo  tx—1 t\.0

Somit besitzt I7 laut dem Grenzwertkriterium fur uneigentliche Integrale dasselbe
Konvergenzverhalten wie fol tx~1dt, das fur x > 0 konvergiert. AuBerdem haben wir

tX—l e—t‘

lim ——— = lim t**le~t = 0.

Laut dem Grenzwertkriterium muss I, also fir alle x € R konvergieren, da das Integral
ffo tlz dt konvergent ist. O

I Satz 2.45. Die Gammafunktion genugt der Funktionalgleichung N(x + 1) = xI"(x).

Beweis. Man rechnet die partielle Integration

(0.0) o]
r(x + 1)=f tXe~tdt =[—tXe™t ‘t’io+xf " le~tdt =0+ xI"(x). O
0 0

I Satz 2.46. Es gilt n! = (n+ 1) € [ tne~tdt.

Beweis. Induktion Gber n. Im Anfang n = 0 bestatigt man I'(1) =1 = 0! muhelos. Im
Induktionsschritt rechnet man

Nn+1) @ nl(n) v n(n—1)! @ n!,
wobei (1) gemall Satz 2.45 und (2) laut Definition 6.9 gilt.O
: 1, r1yn
I Satz 2.47.Es giltn! = [ In(5)" dx.

Beweis. Per Substitution In(1/x) =t erhalt man

1 0 0 oo
Iimj In($)"dx = Iimf —t”e_tdtzf —t”e‘tdt=J. t"e~tdt=n!. O
a=0 Jq a=0 Jin(1/a) © 0
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2.8 MafRtheorie

2.8.1 Grundlagen

Definition 2.16 (Sigma-Algebra).
Ein Mengensystem A € P(X) heilst o-Algebra auf X, wenn qilt,

1l. ©e A,
2. aus Ae Afolgt A e A mit A := X\ A,
3. aus (Vn e N: A, € A) folgt | J,enAn € A.

Satz 2.48. Sei A eine g-Algebra auf X. Gilt Vn e N: A, € A, so gilt auch (),enAn € A.
Gilt A,Be A, sogiltauchAuBe A, AnBe A, A\Be€ A.

Beweis. Sei n e N und A, € A. Laut Axiom 2 gilt (A,)¢ € A, laut Axiom 3 also

(ﬂneNAn)c = UneN(An)c € A.

Laut Axiom 1 folgt somit (),enAn = (NpenAn)<C € A.
Seinun Ag :=A, Ay ;=B und A, ;=@ fur n > 2. Dann qilt

AUB:UHENAneA
Seinun Ag :=A, Ay :=B und A, := X flir n > 2. Dann gilt
AnB:ﬂnGNAnGA

Die letzte Aussage A \ B € A folgt hiermit schlieflich aus AA\B=AnB¢.0O

I Satz 2.49. Ist 4; fiir jedes i €I # @ eine 0-Algebra, so ist auch A :=(;; A; eine.

Beweis. Via Nachweis der drei Axiome aus Def. 2.16.

Zum ersten Axiom. Laut Voraussetzung ist @ € A; fur jedes i € I, und somit laut Def.
1.23 auch @ € A.

Zum zweiten Axiom. Es gelte A € A. Laut Def. 1.23 muss somit A € A; fir jedes i .
Ergo gilt A¢ € A; flr jedes i € I laut der Voraussetzung. Mit nochmaliger Anwendung
von Def. 1.23 erhalt man folglich A® € A.

Zum dritten Axiom. Es gelte A, € A fur jedes n € N. Laut Def. 1.23 gilt daher A, € A;
und laut Voraussetzung somit |, € Ai flr jedes i € I. Mit nochmaliger Anwendung
von Def. 1.23 folgt also | J,en € A.O

Satz 2.50. Es sei ¢x(A) die Aussage »A ist eine g-Algebra auf X«. Zu
H: P(P(X)) = P(P(X)), H(B):=({A|BC AAox(A)}
gilt x(H(B)) fur jedes B € P(X), und H ist ein Hullenoperator.

Beweis. Man erhalt ox(H(B)) kurzum als Spezialisierung aus Satz 2.49.

Man kann H(B) als H(B) =(1{A €S| BC A} mit S:= {A]| px(A)} abstrakt fassen.
Wegen ¢x(P(X)) gilt P(X) €S. Essei T €S mit T # @. Vermittels Satz 2.49 ergibt sich
(1T €S. Also ist S ein Hillensystem auf P(X), und H damit ein Hlllenoperator. O
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3 Topologie

3.1 Grundbegriffe

3.1.1 Definitionen

Definition 3.1 (Topologischer Raum). Sei X eine Menge und T eine Menge von
Teilmengen von X. Man nennt das System T eine Topologie und (X, T) einen topologi-
schen Raum, falls die folgenden drei Axiome erflllt sind:

l. Esqilt@eTund XeT.
2. SindA,BeT,dannistauchAnBeT.
3. Sind die A; € T, dann ist auch | J;A; € T, wobei I unendlich sein darf.

Die Elemente der Topologie nennt man offene Mengen.

Definition 3.2 (Abgeschlossene Menge). Sei X ein topologischer Raum. Eine
Menge M € X nennt man abgeschlossen, wenn das Komplement X \ M offen ist.

Definition 3.3 (Umgebungsfilter). Zu einem Punkt x € X ist
UX) :={UCX|30: 0T AXxeOAOCU}

der Umgebungsfilter. Eine Menge U € U(x) heilt Umgebung von x.

Definition 3.4 (int: Inneres).
Das Innere von M, auch offener Kern genannt, ist

int(M) :={xeM|MeU(x)}.

Sei X ein topologischer Raum und M € X. Das AuRRere von M ist

ext(M) :=int(X \ M) = int(M°).

Definition 3.6 (Abgeschlossene Hiille).
Sei X ein topologischer Raum und M € X. Die abgeschlossene Hille von M ist

M := X\ ext(M) = int(M®)°.

Definition 3.7 (Rand). Der Rand einer Menge M ist

oM := M\ int(M) = M n int(M)C.

‘ Definition 3.5 (ext: AuBeres).
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Definition 3.8 (Teilraumtopologie).
Sei (X, T) ein topologischer Raum und M C X. Man bezeichnet

TIM:={ANM|AeT}.

als Teilraumtopologie und (M, T|M) als Teilraum.

Definition 3.9 (Diskrete Topologie).
Man sagt, ein topologischer Raum (X, T) habe die diskrete Topologie T, wenn T die
Potenzmenge von X ist - wenn also jede Teilmenge von X offen ist.

3.1.2 Stetige Abbildungen

Definition 3.10 (Stetige Abbildung).
Seien X und Y topologischen Raume. Eine Abbildung f: X — Y heilst stetig, wenn
unter ihr das Urbild einer offenen Menge stets wieder offen ist.

Definition 3.11 (Homoéomorphismus).
Seien X und Y topologische Raume. Eine bijektive Abbildung f: X — Y heifit Homdo-
morphismus, wenn sowohl f als auch f~1 stetig sind.

I Satz 3.1. Sei M C X. Ist f: X — Y stetig, so ist die Einschrankung f|y stetig.

Beweis. Vorgelegt ist ein offenes B C Y. Laut Pramisse ist A = f~1(B) ebenfalls offen.
Per Definition der Einschrankung gilt

FIm)1(BY=Mnf1(B)=MnA.
Laut Definition ist Mn A ein Element der Teilraumtopologie T(X)|M. O

I Satz 3.2. Auf jedem topologischen Raum ist die identische Abbildung stetig.

Beweis. lhre Urbildoperation ist ebenfalls eine identische Abbildung. Ergo verbleiben
offene Mengen unverandert, also offen.O

I Satz 3.3. Die Verkettung stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis. Seien f: X — Y und g: Y — Z stetig. Gem&R Satz 1.126 gilt (g o f)~1(M) =
f~1(g~1(M)). Ist M offen, so auch g—1(M) und infolge f~1(g—1(M)). Ergo ist gof stetig.O

Satz 3.4. Das Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung
ist abgeschlossen.

Beweis. Sei f: X — Y stetig. Sei B C Y abgeschlossen. Per Def. 3.2 ist Y \ B offen. Laut
Def. 3.10 ist folglich das Urbild

FFA\B)Y =M\ f1B)=X\f"1(B)

offen. Wir blicken nochmals auf Def. 3.2 und sehen, f~1(B) ist abgeschlossen.n
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3.1.3 Elementares
Satz 3.5. Sei X ein topologischer Raum. Fir jede Menge M C X ist

X =int(M)u oM u ext(M)
eine disjunkte Zerlegung.
Beweis. Sei A :=int(M) und B := ext(M). Dann ist
int(M)uaMu ext(M) =AUB“ NA“UB=AUA“UB=XUB=2X.
Nun verbleibt zu prifen, dass die Mengen paarweise disjunkt sind. Wir haben

int(M)NaM =ANB NA =0,
ext(M)NaM =BnNB NA® =@.

Wegen MNM¢ =@ ist erstrecht ANB=@, denn AC Mund BC M¢.O

| Satz 3.6. Fir jede Menge A C X gilt int(A)UA = X.

Beweis. Setze B := int(A). Gemal Definition gilt B € A, was aquivalentzu AnB =8B
ist. Damit ergibt sich

B UA=(ANB)*UA=A“UB“UA=XUB“=X.O

Satz 3.7. Das Innere von M ist die Vereinigung der offenen Teilmengen von M, kurz

inttM)y= [ J o.

oe2MnT
Beweis. Nach Def. 1.17 und Def. 3.4 expandieren:

Vx:[xeMAMeU(x) < xe (] Ol
oe2MnT

Den auBeren Allquantor brauchen wir nicht weiter mitschreiben, da alle freien Variablen
automatisch allquantifiziert werden. Vermittels Def. 3.3 weiter expandieren, wobei die
Bedingung U € X als tautologisch entfallen kann, weil X die Grundmenge ist. Auf der
rechten Seite wird nach Def. 1.24 expandiert. Es ergibt sich:

XEMA(AO:0€eTAXEOANOCEM) << (AO:0OCMAOET AXx€e0).
Wegen A A (3x: P(x)) < (3x: A A P(x)) ergibt sich auf der linken Seite:
JO: XeEMAOeTAXeEOAOCM.

Wenn aber O € M erfullt sein muss, gilt x € 0 = x € M. Demnach kann x e M
entfallen. Auf beiden Seiten steht dann die gleiche Bedingung. o

Satz 3.8. Ein Punkt p liegt genau dann auf dem Rand einer Menge M, wenn jede Um-
gebung von p mindestens einen Punkt aus M und einen Punkt aus dem Komplement
von M enthalt.
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3.1.4 Zusammenhang

Definition 3.12 (Zusammenhangender Raum).
Ein topologischer Raum (X, T) heiRt zusammenhangend, wenn er sich nicht in zwei
disjunkte nichtleere offene Mengen zerlegen lasst. Gemeint ist

VABET:A#DABZDAANB=0 => AUB # X.

Bemerkung. Ein Raum (X, T) ist demnach unzusammenhangend, wenn Zeugen A, B
flr die Aussage

IABET:A2BABEDAANB=BAAUB =X

gefunden sind.

Satz 3.9. Sei X ein topologischer Raum und {0, 1} der topologische Raum mit der
diskreten Topologie. Es ist X genau dann zusammenhangend, wenn jede stetige
Abbildung f: X — {0, 1} konstant sein muss.

Beweis. Sei f stetig und nicht-konstant. Man betrachte die Fasern A :=f~1({0}) und
B :=f"1({1}). Weil f, wie gerade gefordert, beide Werte annehmen muss, gilt A # @
und B # @. Zudem sind A, B offen, weil sie die Urbilder offener Mengen sind unter
stetigem f sind. Urbilder disjunkter Mengen sind immer disjunkt, womit An B = @ qilt.
Zudem gqilt

AuB=fl{oHuf {1 =r1{0ru{1)=x.

Somit ist ein Gegenbeispiel konstruiert, so dass X unzusammenhangend sein muss.

Sei X unzusammenhangend. Es existieren somit Zeugen A,BeT mit A# @, B # @,
AUB = @ und AUB = X. Sei f definiert durch f(x) := 0 fur alle x € Aund f(x) := 1 fur alle
x € B. Nun ist f keine konstante Abbildung, da sie auf nichtleeren A, B unterschiedliche
Werte annimmt. Wohl aber ist f stetig, wie im Folgenden noch durchgerechnet wird.
Die diskrete Topologie von {0, 1} ist ihre Potenzmenge. Es bestatigt sich

fFl@)=0eT,

Ao =AeT,

{1 =BeT,

Aoy = t{oru {1 =ft{oNuf({1})=AuB=XeT.O

Satz 3.10. Die Vereinigung zweier zusammenhangender nichtdisjunkter Raume ist
ein zusammenhangender Raum.

Beweis. Seien X,Y zusammenhangend und sei X NnY # @. Laut Pramisse existiert
mindestens einpeXnY.Seif: XuY — {0, 1} stetig. Nun ist f|x stetig und konstant
mit f(x) = f(p) far alle x € X, da X zusammenhangend ist. Entsprechend ist f|y stetig
und konstant mit f(y) = f(p) flr alle y € Y. Ergo ist f auf ganz X U Y konstant f(p). Laut
Satz 3.9 muss XU Y also zusammenhangend sein.O
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3.1 Grundbegriffe

Satz 3.11. Ein topologischer Raum X ist genau dann zusammenhangend, wenn mit
Ausnahme von @ und X keine Teilmenge von X sowohl offen als auch abgeschlossen
ist.

Beweis. Es existiere auBer @, X kein offenes A mit offenem X\ A. Sei f: X — {0,1}
stetig. Angenommen, f ware nicht konstant. Dann gabe es die beiden nichtleeren
offenen Mengen A := f~1({0}) und B := f~1({1}). Weil auBerdem X = AU B eine
disjunkte Zerlegung ware, galte B = X \ A. Dies steht im Widerspurch zur Pramisse,
womit f konstant sein muss. Ergo ist X laut Satz 3.9 ein zusammenhangender Raum.

Es existiere nun offnes, von @, X verschiedenes A mit offenem B := X \ A, womit
neben A # @ auch B # @ gilt. Wegen AnB =@ und AuB = X gilt X als in zwei nichtleere
disjunkte offene Mengen zerlegt. Ergo ist X unzusammenhangend. O

Satz 3.12. Ist X zusammenhangend und f: X — Y stetig, dann ist der Teilraum f(X)
von Y ebenfalls zusammenhangend.

Beweis. Sei fur die Kontraposition f(X) unzusammenhangend. Hiermit existiert eine
disjunkte Zerlegung in offene nichtleere Mengen A, B mit Au B = f(X). Aufgrund der
elementaren Eigenschaften der Urbildoperation hat man mit

X=f1AuB) =f1Auf(B), [fHANfIB)=2

eine disjunkte Zerlegung von X. Wegen A C f(X) und B C f(X) gilt hierbei f~1(A) # @
und f~1(B) # @. Weil f stetig ist, sind f~1(A) und f~1(B) offen. Somit ist fir X eine
Zerlegung in zwei nichtleere disjunkte offene Mengen bezeugt. Ergo ist X ebenfalls
unzusammenhangend. O
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3 Topologie
3.2 Metrische Raume

3.2.1 Metrische Raume

Definition 3.13 (Metrischer Raum). Man bezeichet (M, d) mit d: M2 —» R genau
dann als metrischen Raum, wenn die folgenden Axiome erfullt sind:

(M1) d(x,¥y)=0 < x=y, (Gleichheit abstandsloser Punkte)
(M2) d(x,y)=d(y,x), (Symmetrie)
(M3) d(x,y)<dx,2)+d(z,vy). (Dreiecksungleichung)

Definition 3.14 (Offene Epsilon-Umgebung).
Fir einen metrischen Raum (M, d) und p € M:

Ue(p) := {x | d(p,x) < €}.

Bemerkung: Unter einer Epsilon-Umgebung ohne weitere Attribute versteht man immer
eine offene Epsilon-Umgebung.

Definition 3.15 (Offene Menge).
Sei M ein metrischer Raum. Eine Menge A € M heifSt offen, wenn jeder Punkt p € A
ein € besitzt, so dass Us(p) € A gilt.

Satz 3.13 (Konstruktion disjunkter Epsilon-Umgebungen). Sei (M, d) ein me-
trischer Raum und p, g € M mit p # q. Betrachte die Streckenzerlegung d(p, q) = A+B.
Fir a < A und b < B sind die Epsilon-Umgebungen Uq(p) und Up(q) disjunkt.

Beweis. Angenommen Uq(p) und Up(q) waren nicht disjunkt, dann gabe es mindes-
tens ein x mit x € Ug(p) und x € Up(q), d.h. d(p,x) < a und d(q, x) < b. Addition der
beiden Ungleichungen bringt

d(p,x)+d(g,x) <a+b<d(p,q).
Gemals der Dreiecksungleichung Def. 3.13 Axiom (M3) gilt nun aber

d(p,q) <d(p,x)+d(q,x)

fur alle x. Sei ¢ :=d(p, x) + d(qg, x). Wir erhalten damit nun ¢ < a+ b < ¢ und somit den
Widerspruch c < c.O

Satz 3.14 (Unterschiedliche Punkte eines metrischen Raumes besitzen dis-
junkte Epsilon-Umgebungen). Sei (M, d) ein metrischer Raum und p, g € M. Wenn
p # q ist, dann gibt es disjunkte offene Epsilon-Umgebungen Ug(p) und Up(q).

Beweis. Folgt trivial aus Satz 3.13. Wahle speziell z.B. a=b =d(p,q)/2.0

I Satz 3.15. Jede einelementige Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlos-
sen.

Beweis. Es sei M ein metrischer Raum und p € M ein Punkt. Es ist {p} per Def. 3.2
abgeschlossen, wenn M\ {p} offen ist. Die Menge M\ {p} ist offen, denn jeder ihrer
Punkte besitzt laut Satz 3.14 eine offene Epsilon-Umgebung, die den Punkt p nicht
enthalt.o
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3.2 Metrische Rdume

Satz 3.16. Sei d eine Metrik. Ist f: R>g — R eine streng monoton steigende und
subadditive Funktion mit f(0) = 0, so ist f o d ebenfalls eine Metrik.

Beweis. Aufgrund der strengen Monotonie ist f(r)=0&r=0, womit d(x,y) =0 <
f(d(x,y)) = 0 gilt. Zur Dreiecksungleichung findet sich

d(x,y) < d(x, 2)+d(z,y) > F(d(x,y)) < F(d(x, 2)+d(z,y)) < f(d(x, 2))+F(d(z, YD),

wobei (1) mit der Monotonie und (2) mit der Subadditivitat gilt. Man erhalt

Fod)X,y) <(fod)(X,2)+ (fod)(z,y). O

Satz 3.17. Zu einer Metrik d ist

d(x,y)

dp(x,y):= m

ebenfalls eine Metrik, die man auch als beschrankte Metrik bezeichnet.

Beweis. Es gilt dp = f o d bezlglich f(r) = 1L+r Nun wird Satz 3.16 zur Anwendung
gebracht, dessen Voraussetzungen zu prifen sind. Der Umstand f(0) = 0 ist trivial. Es
ist f streng monoton steigend, denn die Ableitung f’(r) ist stetig, hat positive Werte
und besitzt keine Nullstellen. Nun wird die Subadditivitat f(x + y) < f(x) + f(y) gezeigt.
Wegenx>0undy>0giltl+x>0und1+y>0und1l+x+y>0, womitsich die

aquivalente Umformung

X + X
Y < + Y SX+Y)A+xX)A+Y)<((L+y)xX+1+x)y)A1+x+y)
l+x+y 14x 14y

findet. Multipliziert man beide Seiten aus und kirzt, verbleibt
0<Xy?2+ X2y +2xy =(X+y+2)xy

zu zeigen. Diese ist erfullt wegen x + y + 2 > 0 zuzlglichx >0 und y > 0.0
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3 Topologie

3.2.2 Normierte Raume

Definition 3.16 (Normierter Raum). Sei V ein Vektorraum Uber dem Korper der
rellen oder komplexen Zahlen. Sei N(x) = ||x]| eine Abbildung, die jedem x € V eine
reelle Zahl zuordnet. Man nennt (V, N) genau dann einen normierten Raum, wenn
die folgenden Axiome erfullt sind:

(N1) [IX]l=0 < x=0, (Definitheit)
(N2) IAx] = IALIX]L (betragsmaRige Homogenitat)
(N3) (Ix+yll < lIxI+ 1yl (Dreiecksungleichung)

Satz 3.18 (Umgekehrte Dreiecksungleichung).
In jedem normierten Raum gilt

X =1yl < lIx =yl
Beweis. Auf beiden Seiten von Def. 3.16 Axiom (N3) wird |ly|| subtrahiert, was zu
lIx + yll = llyll < lIxIl
fUhrt. Substitution x :=x—y bringt nun
IxII—llyll < lIx =yl
Vertauscht man nun x und y, dann ergibt sich
Iyll—=lIxll < lly —xll <= —(IxI[—llyll) < lIx—yll.

Wir haben nun a < b und —a < b, wobei a :=||x]||—|lyll und b := [|x—y]|| ist. Multipliziert
man die letzte Ungleichung mit —1, dann ergibt sich a > —b. Somitist —b < a < b, kurz
la| < b.O

I Satz 3.19. Die Funktion x — [|x|| ist eine stetige.
Beweis. Laut Definition der Stetigkeit ist
Ve>0: 36>0: Vx: (|Ix—all<é = [lIx|l—llall] <€)

fur eine beliebige Stelle a zu zeigen. Man wahlt schlicht 6 := € als Zeuge, denn gemafs
der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

llIxlI=Tllalll < llx—all<é=¢.0

I Satz 3.20. Die Sphare {x | ||x|| = r} ist kompakt.

Beweis. Sei f(x) := ||x||. Weil f laut Satz 3.19 stetig und {r} laut Satz 3.15 abgeschlos-
sen ist, muss laut Satz 3.4 auch das Urbild f~1({r}) abgeschlossen sein. Dieses Urbild
ist die Sphare. Als Teilmenge der Kugel {x | ||x]| £ r} ist sie zudem beschrankt.o
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3.3 Ubungen

3.2.3 Homoéomorphien

Satz 3.21 (Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes).
Ist f: X = Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Raumen und A C X ein
zusammenhangender Teilraum, dann ist auch f(A) zusammenhangend.

I Satz 3.22. Eine injektive Abbildung f: R>o — R kann nicht stetig sein.
Beweis. Da f injektiv ist, ist die Rechnung

f(R>0) =f(R>0\ {0}) =f(R>0) \ f({0}) =R\ {f(0)}

gultig gemaR Satz 1.134. Da R~ zusammenhangend ist, R\ {f(0)} aber nicht, kann f
laut Satz 3.21 nicht stetig sein.O

3.3 Ubungen

Satz 3.23. Sei M C R". Das Innere von M besitze den Punkt p, das AuBere den Punkt
g. Dann schneidet das Bild jedes Weges von p nach g den Rand von M.

Beweis 1. Sei y:[0,1] — R"” so ein Weg mit y(0) = p und y(1) = q. Angenommen,
das Bild schneidet den Rand nicht. Das heil3t, ¥([0,1]) n oM = @, oder aquivalent
Y~1(aM) = @. Aligemein ist

R" = int(M) u aM U ext(M)
laut Satz 3.5 eine disjunkte Zerlegung. Gemal Satz 1.119 gilt
[0,1] =7 H(R") =y~ (int(M) Uy~ (dM) U Y~ (ext(M)),

was auch eine disjunkte Zerlegung ist, weil je zwei disjunkte Mengen gemal Satz
1.122 disjunkte Urbilder haben. Weil y gemal Definition stetig ist, sind die Urbilder
Y~ 1(int(M)) und y~1(ext(M)) offen im Raum [0, 1]. Sie sind nichtleer, weil sie jeweils
laut Pramisse mindestens einen Punkt enthalten. Damit ist [0, 1] eine Zerlegung in
disjunkte nichtleere offene Mengen, gemal’ Definition also ein unzusammhangender
Raum. Das steht im Widerspruch zur Erkenntnis, dass alle Intervalle zusammenhangend
sind.O

Beweis 2. Sei y: [0,1] — R” ein solcher Weg mit y(0) = p und y(1) = q. Wir nehmen
nun eine Bisektion vor. Sei ap :=0 und bg :=1. Seim := %(ak+ bg), also der Mittelwert.
Liegt y(m) im Inneren, dann ist [ak+1,bk+1] = [M, bx] das nachste Intervall. Liegt
v(m) im AuBeren, dann [ak+1,bk+1] = [ak, m]. Liegt y(m) auf dem Rand, ist ein
Schnittpunkt gefunden und das Verfahren bricht ab. Betrachten wir daher den Fall,
dass das Verfahren nicht abbricht. Als Intervallschachtelung konvergieren die Folgen
ak, bk gegen denselben Grenzwert a. Weil y stetig ist, konvergiert y(ax) — y(a) fur
ax — a und y(bg) — y(a) fur by — a. Demnach sind in jeder Umgebung von y(a)
sowohl Punkte aus dem Inneren als auch Punkte aus dem AuBeren. GemaR Satz 3.8
muss y(a) infolge auf dem Rand liegen.O
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4 Lineare Algebra

4.1 Matrizen

4.1.1 Definitionen

Definition 4.1 (Transponierte Matrix). Sei R ein Ring und A € R™*" eine Matrix.
Die Matrix AT € R"™™M mit (AT); := Aj; heit Transponierte von A.

Definition 4.2 (Konjugierte Matrix). Sei A € C™*". Die Matrix A mit (A); := Aj
heillt konjugierte Matrix zu A. Mit A_u ist die Konjugation der komplexen Zahl A;;
gemeint.

Definition 4.3 (Adjungierte Matrix). Sei A € C"*". Die Adjungierte zu A ist defi-
niert als A" := (A)7, d.h. die Transponierte der konjugierten Matrix zu A.

Definition 4.4 (Inverse Matrix). Sei K ein Kérper und A € K"™" eine quadratische
Matrix. Man nennt A invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt, mit AB = BA = E,,
wobei E,, die Einheitsmatrix ist. Die Matrix A~ := B heift dann inverse Matrix zu A.

4.1.2 Rechenregeln
Satz 4.1. Sei R ein kommutativer Ring. Fir Matrizen A € R™*" und B € R™P gilt
(AB)T =BTAT.

Beweis. Es gilt:
; n T n n
(AB)' = AiBki| = AikBki | = BkiA;j (4.1)
(/; ik kj) (;; jk kl) (/; ki /k)
n
- (Z(BT)U((AT),(,-) =BTAT. O (4.2)
k=1

Satz 4.2. Sei A € K™ eine invertierbare Matrix. Dann ist auch AT invertierbar und
es gilt (A~1)T = (A7)~ 1.

Beweis. Aus E =A"1A = AA~1 und Satz 4.1 folgt
E=ET=(AtA) =ATA H =(aa 1) = (4 1)TAT. (4.3)

Dann muss AT nach Def. 4.4 die inverse Matrix zu (A—1)7 sein. O
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4 Lineare Algebra

Satz 4.3.Sei v e R” und w € R™. Sei A € R™*", Es gilt (Av, w) = (v,ATw), wobei
links das Standardskalarprodukt auf dem R™ und rechts das auf dem R" ausgewertet
wird.

Beweis. Identifiziert man die Vektoren x, y € R mit den Matrizen x, y € R<*1, dann ist
(x,y) =xTy. Gemé&R Satz 4.1 darf man rechnen:

(Av,w)=(AV) T w=VvIATw=(v,ATw). O

4.1.3 Rechenregeln fur komplexe Matrizen
Satz 4.4. Fir Matrizen A € C™*" und B € C"*P gilt

AB=A-B

Beweis. Es gilt
A N n n o -
AB = ( Z AikBkj) = ( Z AikBkj) = ( Z A - Bkj) = ( Z(A),-k(s)kj) —2A.B. O

Satz 4.5. Fir Matrizen A € C™*" und B € C"*P gilt
(AB)" = BH AN,
Beweis. Gemals Satz 4.4 und 4.1 qilt
AB) =AB) =(A-B) =(B)' (A)T =B"A".
Satz 4.6.Sei v € C" und w € C™. Sei A € C™*", Es gilt (Av, w) = (v, A"w), wobei

links das Standardskalarprodukt auf dem C™ ausgewertet wird und rechts das auf
dem C".

Beweis. Identifiziert man die Vektoren x, y € CK mit den Matrizen x, y € Ck*1, dann
gilt (x,y) = x"y. GeméaR Satz 4.5 darf man rechnen

(Av, w) = (AV)Tw =vlAPw = (v,APw). o

4.2 Eigenwerte

Satz 4.7. Gegeben sei eine quadratische Matrix A € R™ ", Dann ist die Matrix M =
ATA symmetrisch und besitzt nur nichtnegative Eigenwerte, speziell bei det(A) # 0
nur positive.

Beweis. Gemald Satz 4.1 gilt
MT =(ATA) =AT AT =ATA=M. (4.4)

Ist nun A ein Eigenwert von M und v ein Eigenvektor dazu, dann gilt Mv = Av. Unter
Anwendung von Satz 4.3 folgt daraus

AVI? = (Av,v) = (Mv,Vv) = (ATAv,v) = (Av,Av) = |Av|? > 0. (4.5)

Ergo ist A|v|2 > 0. Unter der Voraussetzung v # 0 ist |v| > 0. Dann muss auch A > 0
sein. Wenn nun det(A) # 0 ist, also A eine regulare Matrix, dann hat A trivialen Kern,
also Av =0 nur im Fall v =0. Da v # 0 vorausgesetzt wurde, muss auch Av # 0, und
damit [Av| > 0 sein. Dann ist auch A > 0. Alternativ folgt A > 0 daraus, dass det(A)
das Produkt der Eigenwerte ist. O

92



4.2 Eigenwerte

Satz 4.8. Gegeben sei eine Matrix A € C™*", Dann ist die Matrix M = APA hermitisch
und besitzt nur nichtnegative reelle Eigenwerte.

Beweis. Gemal Satz 4.5 gilt
M = (AHA)H = AH(AMH = AHA = M. (4.6)

Ist nun A ein Eigenwert von M und v ein Eigenvektor dazu, dann gilt Mv = Av. Unter
Anwendung von Satz 4.6 folgt daraus

AlVIZ = (Av, v) = (Mv, v) = (APAV, v) = (Av,Av) = |Av|? > 0. (4.7)

Ergo ist A|v|2 > 0. Unter der Voraussetzung v # 0 ist |[v| > 0. Dann muss auch A > 0
sein. O

Definition 4.5 (Unitare Matrix).
Eine quadratische Matrix A heit unitér, wenn A"A = E gilt.

I Satz 4.9. Ist A unitar, dann gilt |Av| = |v| fur jeden Vektor v.
Beweis. Laut Satz 4.6 qilt
IAV|? = (Av,AV) = (v, APAV) = (v,EV) = (v, V) = |V|%.
Radizieren ergibt [Av|=|v|. O
I Satz 4.10. Fir jeden Eigenwert A einer unitaren Matrix gilt |A\| = 1.
Beweis. Sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Laut Satz 4.6 ist dann
V|2 = (v, V) = (v, EV) = (v,A"AV) = (Av,AV) = |AV|? = |]AV|? = |A|?|v|?.

Daher ist [A|2 = 1, und wegen |A| > 0 folglich [A\|=1.0O
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4 Lineare Algebra

4.2.1 Quadratische Matrizen
Satz 4.11. Sei

70 -1 1 o0 0 —171_[a —b
r=[0 . aevor=al} 9es[0 R[22

Die Menge M := {aE + bl | a, b € R} bildet bezlglich Matrizenaddition und Matrizen-
multiplikation einen Kérper (M, +, ). Die Abbildung

®:C—>M, d(a+bi):=aE+bI
ist ein Isomorphismus zwischen Kérpern.

Beweis. Bei (M, +) handelt es sich um eine Untergruppe der kommutativen Gruppe
(R2%2,4), denn gemaR

(@aE+ b+ (cE+dl)=(a+b)E+(b+d)eM (4.8)
und

—(@E+bl)=(—a)E+ (—b)IeM (4.9)
ist das Untergruppenkriterium erfullt. Die Abgeschlossenheit bezltglich Multiplikation:

(aE + bI)(cE + dI) = aEcE + aEdI + bIcE + bIdI

2 (4.10)
= acE + adl + bcl + bdI“ = (ac— bd)E + (ad + bc)l € M.
Das Kommutativgesetz:
(aE + bI)(cE + dI) = (ac— bd)E + (ad + bc)I (4.11)

= (ca— db)E + (cb + da)I = (cE + dI)(aE + bI).

Das Assoziativgesetz ist fur Matrizen allgemeingultig. Das multiplikativ neutrale Ele-
ment ist die Einheitsmatrix E. Wird nun aE+ bl # 0 vorausgesetzt, dannista #0v b # 0.
Daher ist det(aE + bI) = a? + b? # 0. Demnach besitzt aE + bl eine Inverse. Somit muss
(M, +,+) ein Korper sein.

Die Abbildung @ ist invertierbar, denn jedes Bild A kann auf eindeutige Art in A =
aE + bl zerlegt werden, wodurch a, b eindeutig bestimmt sind. Die Eigenschaften

®((a+ bi)+ (c+ di))=d(a+ bi)+ &(c + di) (4.12)
und
®((a+ bi)(c+ di)) =®(a+ bi)d(c+ di) (4.13)

ergeben sich aus den Rechnungen (4.8) und (4.10). O
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4.3 Lineare Abbildungen

4.3 Lineare Abbildungen

Definition 4.6. Sei (ai,...,a,) ein System von Vektoren. Man nennt es linear un-
abhangig, wenn

ZZ=1)\I<G/< =0 = Vk: A =0.

Satz 4.12. Sei K einer Korper und A € K™*" eine Matrix. Es besitzt A genau dann
den trivialen Kern, wenn ihre Spalten linear unabhangig sind.

Beweis. Die Spalten seien die ax := Ae. FUr die Aussage, trivialen Kern zu haben,
findet sich die aquivalente Umformung

Kern(A)={v|Av=0}={0} < (Av=0=>v=0).
Dies stellt mit Ax = vk nun lediglich eine Kurzschreibweise fir die Eigenschaft
Yoy Ak =0 => Vk: A =0.

dar, die die lineare Unabhangigkeit Def. 4.6 definiert.O

I Satz 4.13. Eine lineare Abbildung ist genau injektiv, wenn sie einen trivalen Kern
besitzt.

Beweis. Sei L die lineare Abbildung. FUr die Aussage, trivialen Kern zu haben, findet
sich die aquivalente Umformung

Kern(L) = {0} < L(v)=0=>v=0
<~ L(a—b)=0=>a—-b=0 (v=a—>b)
= L(a)—L(b)=0=>a—-b=0 (weil L linear ist)
< L(@)=L(b)=>a=hb.

Die letzte Aussage ist die definierende Eigenschaft der Injektivitat Def. 1.37.0

Satz 4.14. Die Spaltenvektoren einer Matrix A € R™*" sind genau dann linear unab-
hangig, wenn det(G) # 0 gilt, wobei G = ATA die gramsche Matrix ist.

Beweis. Existiert ein v # 0 mit Av = 0, folgt sofort Gv = AT0 = 0, womit G keine
regulare Matrix sein kann, was gleichbedeutend mit det(G) = 0 ist.

Sei umgekehrt det(G) = 0. Da G hiermit keine regulare Matrix ist, existiert ein v # 0
mit Gv = 0, und somit (Gv,v) = 0. Laut Satz 4.3 ist (Av,Av) = (ATAv, v), was zur
aquivalenten Umformung

Av=0 < |Av|=0 < 0=|AV|?> = (AV,AV) = (GV, V)

fuhrt. Demzufolge muss Av =0 sein.O

Satz 4.15. Sei K ein geordneter Korper. Die Spalten einer Matrix A € K™*" sind
genau dann linear unabhéngig, wenn det(G) # 0 gilt, wobei G = ATA die gramsche
Matrix ist.

Beweis. Man betrachte zu v, w € K" die Bilinearform B(v, w) := v’ w. Laut Satz 5.23
gilt B(v,Vv) > 0 fir v # 0. Analog zu Satz 4.3 gilt B(v,Aw) = B(ATv, w), weshalb
B(Av,Av) = B(ATAv, v) gilt. Mit den genannten Betrachtungen ist die zum Beweis von
Satz 4.14 analoge Argumentation durchfihrbar. o
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4 Lineare Algebra

Satz 4.16. Die Spaltenvektoren einer Matrix A € C™*" sind genau dann linear unab-
hangig, wenn det(G) # 0 gilt, wobei G = APA die gramsche Matrix ist.

Beweis. Die Argumentation verlauft analog zum Beweis von Satz 4.14, wobei Satz 4.6
anstelle von Satz 4.3 zur Anwendung kommt. O

Satz 4.17. Zu einer linearen Abbildung f: V — W ist die Bildmenge f(V) ein Unter-
vektorraum von W.

Beweis. Wir ziehen das Untervektorraumkriterium heran. Es ist f(V) nichtleer, weil
der Definitionsbereich V nichtleer ist, da dieser mindestens den Nullvektor enthalten
muss. Es gelte w € f(V) und w’ € f(V). Dann existieren Zeugen v mit w = f(v) und v’
mit w’ = f(v’). Infolge gilt w+ w’ = f(v) + f(Vv’) = f(v + V’), womit v+ v’ ein Zeuge
fur w+ w’ € f(V) ist. GleichermaRen gilt A\w = Af(v) = f(AVv), womit Av ein Zeuge fir
Aw € f(V) ist. Die Forderungen des Kriteriums sind also erfullt. o

Satz 4.18. Zu einer linearen Abbildung f: V — W ist Graph von f ein Untervektor-
raum von V x W.

Beweis. Der Graph von f ist die Menge
G={(v,w)eVxW]|w=f(v)}.

Der Raum V x W hat die Addition (v, w) + (v/, w’) := (v+ v/, w + w’) und die Skalar-
multiplikation A(v, w) :=(Av, Aw).

Wir ziehen das Untervektorraumkriterium heran. Der Graph G ist nichtleer, weil der
Definitionsbereich V nichtleer ist, da dieser mindestens den Nullvektor enthalten muss.
Zu zeigen ist nun (v+ v/, w+ w’) € G, sofern (v, w) € G und (v/, w’) € G. Aufgrund der
Pramissen ist w = f(v) und w’ = f(v’), womit

w+wW =f(V+f(V)=f(v+V), < (w+w,v+V)eaG.

Zu zeigen ist schlieBlich (Av,Aw) € G, sofern (v, w) € G. Aufgrund der Pramisse ist
w = f(v), womit

AW =Af(V)=f(AV), <= (Aw,Av)eG.O
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4.4 Bilinearformen

Definition 4.7 (Nicht-ausgeartete Bilinearform).
Sei B: V x W — K eine Bilinearform, sei

Bi:V—-W*, Bi(v)(w):=B(v,w),
By: W—V*, By(w)(Vv):=B(v,w).

Man nennt B nicht-ausgeartet, wenn B1 und B> injektiv sind.

Satz 4.19. Eine Bilinearform B: V x W — K ist genau dann nicht-ausgeartet, wenn
Bi1(v) fur alle v # 0 und Bz(w) fur alle w # 0 nicht die Nullabbildung ist. Die
Abbildungen B1, B> aus Def. 4.7.

Beweis. Die lineare Abbildung B; ist genau dann injektiv, wenn

{0} =Kern(B1) :={v|Bi1(v) =0} (4.14)
ist. Wegen B1(0) = 0 ist By schon dann injektiv, wenn

Bi(v)=0 = v=0, (4.15)

was per Kontraposition aquivalent ist zu v # 0 = B;(Vv) # 0. Fir By gilt eine analoge
Argumentation. O

Satz 4.20. Eine symmetrische Bilinearform B: V x V — K ist genau dann nicht-
ausgeartet, wenn es flr alle v # 0 ein w gibt, so dass B(v, w) # 0.

Beweis. Da B symmetrisch ist, ist B = B3 in Def. 4.7. Es genugt also, B zu betrachten.
Nun gilt

B1(v)=0 < (Vw: B1(v)(w) =0(w)) < (Vw: B(v,w)=0). (4.16)
Aus Satz 4.19 ergibt sich dann die Behauptung, d. h. die Aquivalenz zu
v#0 = 3Aw: B(v,w)#0.0O (4.17)

I Satz 4.21. Ein reelles Skalarprodukt (v, w) ist nicht-ausgeartet.
Beweis. In Satz 4.20 setze B(v, w) := (v, w). Wegen
(v,v)=0 < v=0 (4.18)

kann man flr v # 0 immer w := v setzen, dann ist B(v,w) = (v,Vv) #0.0

Satz 4.22. Sind V, W endlichdimensional, dann sind bei einer nicht-ausgearteten
Bilinearform B: V x W — K die Abbildungen B1, B, aus Def. 4.7 Isomorphismen.

Beweis. Es gilt dimB1 (V) < dimW* und dimB2(W) < dimV*. GemaR Rangsatz erhalt
man dimV =dimB1(V) und dim W = dim B2(W), da B1, B, nach Voraussetzung injektiv
sind. Demnach ist

dimV <dimW* =dimW <dimV* =dimV. (4.19)

Folglich muss dimV =dimW =dimV* = dim W* sein. Somit haben B1, B, vollen Rang,
sind also surjektiv. O
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4.5 Euklidische Geometrie

Satz 4.23 (Satz des Pythagoras).
Sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel ZACB. Die Seitenlangen
des Dreiecks erflllen die Gleichung a? + b? = ¢2.

Beweis 1. Sei a := B_C> b := CA und c := BA. Die Bezeichner sind so gewahlt, dass
a=|a|, b=|b| und c =|c]| gilt. Aufgrund von ¢ = a + b findet sich

c?={(c,c)=(a+b,a+b)=(aa)+2(a,b)+ (b, b)=a’+2(a,b)+b>.
Weil a und b orthogonal stehen, gilt (a,b) =0.0

Beweis 2. Korollar zu Satz 4.26. Setze y :=90°. Infolge ist cosy =0.0

Satz 4.24 (Umkehrung zum Satz des Pythagoras).
Sei AABC ein Dreieck. Erfiillen dessen Seitenlangen die Gleichung a2+ b2 = c2, muss
ZACB ein rechter Winkel sein.

Beweis. Wir wahlen wieder dieselben Bezeichnungen wie im Beweis 1 des Satzes des
Pythagoras. Die dort gefundene Gleichung

a’ + b% +2(a,b) =c?

gilt ganz allgemein in jedem Dreieck, da die Pramisse ZACB = 90° bis dahin noch nicht
genutzt wurde. Ist nun a2 + b? = ¢2, lasst sich diese Gleichung zu {a, b) = 0 kiirzen. Es
gilt aber (a, b) = 0 genau dann, wenn a und b orthogonal stehen. Ergo muss ZACB
ein rechter Winkel sein.nO
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Satz 4.25 (Satz des Thales).
Gegeben seien zwei Punkte A, B, deren Strecke ein Durchmesser des Kreises ist. Sei C
ein beliebiger weiterer Punkt auf dem Kreis. Dann ist das Dreieck AABC rechtwinklig.

Beweis. Wahlt man den Mittelpunkt des Kreises als Ursprung aus, wird die Ebene
zu einem euklidischen Vektorraum. Jeder Punkt kann nun mit seinem Ortsvektor
identifiziert werden, setze a := A, b := B, ¢ := C. Zu zeigen ist, dass v .= c—a
rechtwinklig auf w := ¢ — b steht. Das ist genau dann der Fall, wenn (v, w) = 0 ist. Man
beachte b = —a. Aufgrund der Bilinearitat und Symmetrie des Skalarproduktes ergibt
sich

(v,w)=(c—a,c+a)=(c,c)+ (c,a)—(c,a)— (a,a) (4.20)
=|c|*—lal* =0. (4.21)

Die letzte Gleichung gilt wegen |a| = |c|. O

Satz 4.26 (Kosinussatz).
Gegeben ist ein Dreieck AABC. Sei ¥y der Winkel ZACB. Dann gilt

2

c?=a?+b?—2abcosy.

Beweis. Sei a :=a§, b :=a, und c:=a—b. Dann gilt a=|a|, b =|b| und c = |c|. Die
Rechenregeln des Skalarproduktes gestatten nun die folgende Rechnung:

c?=la—bl?’=(a—b,a—b) = (a,a)+ (b,b)—2(a, b) (4.22)
=a’+b?—2abcosy. O (4.23)
C
w \"4
C
B b 3 A

Abbildung 4.1: Zeichnung zum Satz des Thales

A

Y
a C

B‘

Abbildung 4.2: Zeichnung zum Kosinussatz
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Satz 4.27 (Sinussatz). Fir jedes Dreieck AABC gilt

a b c abc

sina_sinB _siny 24’

wobei A der Flacheninhalt ist.
Beweis. Sei a := C_B’ b :=CA und ¢ := a—b. Dann gilt

absinyei; Anex;=b A a,
bcsinae; Ae;=cA(—b)=bAac=baAa(a—b)=bAaq,
acsinfeirey=(—a)a(—c)=arc=ar(a—b)=—arb=baAra

und b A a=2Ae; A e. Demnach gilt
absiny =bcsina =acsinB = 2A.

Umformung der Gleichung flhrt zur Behauptung. O

Lemma 4.28. Sei durch p(t) := a+ tv mit a, v € R”? eine Parametergerade gegeben
und sei b € R" nicht auf der Gerade. Wir betrachten die Abstandsvektoren d(t) =
b — p(t). Man erhalt den klrzesten Abstand, wenn p(t) der LotfulSpunkt ist.

Beweis. Man ermittelt die Ableitung

d(t), v
2(d(t),d’(t)) = —w-
2|d(t)] |d(t)]
Aus dem notwendigen Kriterium d’(t) = 0 ergibt sich (d, v) = 0, womit d rechtwinklig
auf v stehen muss. Es verbleibt zu zeigen, dass es sich um ein Minimum handelt. Wir
bestimmen dazu die zweite Ableitung. Mit d’(t)d(t) = —(d(t), v) findet sich

d'(t) = Zld(t)| =

Z(d'(D)d(t)) = d”(D)d(t) + d'(£)? = —Z(d(t), v) =—(d’(t), v) = (v, V).
Man erhalt an der kritischen Stelle also
lv|2
d’(t)y=——>0,
da(t)
womit dort ein Minimum befindlich sein muss. o

Satz 4.29. Sei durch p(t) := a+ tv mit a,v € R" eine Parametergerade gegeben
und sei b € R” ein weiterer Punkt. Der Abstand von b zur Gerade betragt

(b—a,v)

d=|b—a—
RENVE

Beweis 1. Es ist der Parameter t gesucht, bei dem der Abstandsvektor d := b — p(t)
rechtwinklig zum Richtungsvektor v steht. Allgemein stehen zwei Vektoren genau dann
rechtwinklig, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet. Es muss also gelten

(b—a,v)

O=(d,v)=(b—a—tv,v)=(b—a,v)—t(v,v), &= t=
|2

Es findet sich der Abstand

d=|d|=|b—p|=|b—a—{E2Vy

Iv|?
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Beweis 2. Wir verschieben alle Ortsvektoren um —a, damit die Gerade durch den
Ursprung verlauft. Aus dem verschobenen Punkt b’ = b — a lasst sich nun der Lotful3-
punkt vermittels der orthogonalen Projektion Py(b’) erhalten. Der gesuchte Abstand
ist die zwischen b’ und dem LotfuBpunkt befindliche Distanz. Man erhalt

d=|b'—Py(b’)| = |b—a— &=Vl 4

{v.v)

Satz 4.30. Seien a,v € R" fest, n > 1 und v # 0. Die beiden Mengen
{plIt:p=a+tv}, {pl(p—a)av=0}
beschreiben dieselbe Gerade.
Beweis. Zu zeigen ist die Aquivalenz
At:p—a=tv) < (p—a)Av=0.

Die linke Seite verlangt, dass p — a kollinear zu v sein soll. Das auRere Produkt zweier
Vektoren verschwindet im Allgemeinen genau dann, wenn diese kollinear sind. Mithin
ist die rechte Seite aquivalent zur linken. O

Satz 4.31. Sei a € R?, genannt Basispunkt. Sei v1,...,vy € R?T mit m < n linear
unabhangig, genannt Richtungsvektoren. Die beiden Mengen

m
{pl3IA1,....Am:p=a+ Z/\ka}, {pl(p—a)AViA...AVy,=0}
k=1
beschreiben denselben affinen Unterraum.

Beweis. Die linke Seite verlangt, dass sich p— a als Linearkombination der v, dar-
stellen lasst. Damit gleichbedeutend ist, dass das System aus p — a und den v linear
abhangig ist. Ein System von Vektoren ist genau dann linear abhangig, wenn das
auBere Produkt der Vektoren verschwindet.nO

Satz 4.32 (Lagrange-ldentitat).
Fir zwei Vektoren a, b € R" gilt

la A b|?= Z(a,b, ajb))? = |al?|b|? — (a, b)?.

ij:i<j

Beweis. Es findet sich die Umformung

> (aibj—ajb)? = Z(atb, ajb;)? = Z(azbz 2abiasb; + a?b?)
i,ji<j

- 5(2 %}a[?bf —2 %}aib[ajbj) - (;af)(; bf) - (;aib[)(g ajbj)

=|al’|b|>— (a,b)*>. O
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5.1 Gruppentheorie

5.1.1 Grundlagen

Definition 5.1 (Gruppe). Das Tupel (G, *) bestehend aus einer Menge G und Ab-
bildung *: G x G — Q heiSt Gruppe, wenn die folgenden Axiome erfullt sind:

(G1) Furallea,be G gilta *x be G. D.h.,, man darf G = Q setzen.

(G2) Es qilt das Assoziativgesetz: flur alle a,b,c e G gilt (a * b) x c=a * (b * ¢).
(G3) Es gibt ein Element ee€ G, sodasse x g=g =g * e fur jedes g € G qilt.
(G4) Zu jedem ge G gibteseingleGsodassg*x g l=e=g! * g qilt.

Das Element e wird neutrales Element der Gruppe genannt. Das Element g~ wird
inverses Element zu g genannt. Anstelle von a * b schreibt man auch kurz ab. Ist
(G, +) eine Gruppe, dann schreibt man immer a + b, und —g anstelle von g~ 1.

Satz 5.1. Das neutrale Element einer Gruppe G ist eindeutig bestimmt. D. h., es gibt
keine zwei unterschiedlichen neutralen Elemente.

Beweis. Seien e, e’ zwei neutrale Elemente von G. Nach Axiom (G3) gilt dann e = e’e,
und weiter e’e = e’ bei nochmaliger Anwendung von (G3). Daheriste=¢e’. 0

Satz 5.2. Sei G eine Gruppe. Zu jedem Element g € G ist das inverse Element g—1
eindeutig bestimmt. D. h., es kann keine zwei unterschiedlichen inversen Elemente
zu g geben.

Beweis. Seien a, b zwei inverse Elemente zu g. Nach Axiom (G3), Axiom (G2) und
Axiom (G4) gilt

G3 G4 G2
0 4o (& (G2)

a(gh) ‘¥ (ag)p ‘L e

(G3)

b b.

Daherista=b.0O

Definition 5.2 (Untergruppe). Sei (G, *) eine Gruppe. Eine Teilmenge U C G heilst
Untergruppe von G, kurz U < G, wenn U bezlglich derselben Verknlpfung * selbst
eine Gruppe (U, *) bildet.

Satz 5.3. Jede Gruppe G besitzt die Untergruppen {e} <G und G < G, wobeiee G
das neutrale Element ist. Man spricht von den trivialen Untergruppen.

Beweis. Die Aussage G < G ist trivial, denn G € G ist allgemeinglltig und (G, *)
bildet nach Voraussetzung eine Gruppe. Zu (G1): Es gilt ee = e. Da es nur diese eine
Méglichkeit gibt, sind damit alle Uberprift. Zu (G2): Das Assoziativgesetz wird auf
Elemente der Teilmenge vererbt. Zu (G3): Das neutrale Element ist in {e} enthalten.
Zu (G4): Das neutrale Element ist gemald ee = e zu sich selbst invers. Da e das einzige
Element von {e} ist, sind damit alle Gberprift. O
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Satz 5.4 (Untergruppenkriterium). Sei G eine Gruppe und H eine nichtleere Teil-
menge von G. Sind die beiden Pramissen

l.a,beH = abeH,
2.aeH = aleH,

erullt, ist H bereits eine Untergruppe von G.

Beweis. Die Abgeschlossenheit gilt wegen der ersten Pramisse. Das Assoziativgesetz
vererbt sich auf die Elemente der Teilmenge. Nun existiert mindestens ein x € H.
Aufgrund der zweiten Pramisse muss somit x~! € H sein und infolge e = x~1x ein
Element von H. Die zweite Pramisse sichert schlief8lich ab, dass jedes weitere Element
von H ein Inverses in H besitzt. Der Nachweis aller Gruppenaxiome ist erbracht.o

Satz 5.5. Sei X eine Menge. Die Menge der bijektiven Selbstabbildungen auf X
bildet beziglich der Verkettung eine Gruppe, die man als symmetrische Gruppe S(X)
bezeichnet.

Beweis. Die Verkettung zweier Bijektionen ist ebenfalls bijektiv. Das Assoziativgesetz
gilt fur die Verkettung allgemein. Das neutrale Element ist offenbar die identische
Abbildung. Zu einer Bijektion f nimmt die Umkehrabbildung f~1 die Rolle des inversen
Elements ein, denn fof~! =id und f~! o f = id. Demnach sind alle Gruppenaxiome
erfullt.o

Satz 5.6. Sei X eine nichtleere algebraische Struktur, beispielsweise eine Gruppe,
ein Ring oder Vektorraum. Die Menge der Automorphismen bildet bezlglich Ver-
kettung eine Gruppe, die man Automorphismengruppe Aut(X) nennt. Sie ist eine
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S(X).

Beweis. Offenbar ist Aut(X) eine nichtleere Teilmenge von S(X). Die Verkettung zweier
Automorphismen ist ebenfalls ein Automorphismus. Jeder Automorphismus besitzt
einen inversen Automorphismus. Laut Untergruppenkriterium muss Aut(X) eine Unter-
gruppe von S(X) sein.oO

Satz 5.7. Sei K ein Korper. Die invertierbaren Matrizen A € K"*" bilden eine Gruppe,
die man allgemeine lineare Gruppe GL(n, K) nennt. Sie ist kanonisch isomorph zur
Automorphismengruppe Aut(K").

Beweis. Die Gruppenaxiome sind erfullt, wobei die Einheitsmatrix das neutrale Ele-
ment ist und die jeweilige inverse Matrix das inverse Element zu einer Matrix. Weil die
Abbildung

@: K™ s Hom(K",K™), o@(A)(v):=Av

bereits einen kanonischen Isomorphismus darstellt, erhalt man bei Setzung m = n und
Einschrankung auf GL(n, K) einen Monomorphismus. Weil zu jeder bijektiven linearen
Abbildung genau eine invertierbare Matrix gehoért, muss

@: GL(n,K) — Aut(K")

auBerdem surjektiv sein.oO
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5.2 Ringtheorie

5.2.1 Grundlagen

Definition 5.3 (Ring). Eine Struktur (R, +, -) heiBt genau dann Ring, wenn die fol-
genden Axiome erflllt sind:

1. (R, +) ist eine kommutative Gruppe.
2. (R,:) ist eine Halbgruppe.
3. Furalle a,b,c e R gilt a(b + ¢) = ab + ac. (Linksdistributivgesetz)

4. Fur alle a,b,c € R gilt (a+ b)c = ac + bc. (Rechtsdistributivgesetz)

Bemerkung: Das neutrale Element von (R, +) wird als Nullelement bezeichnet und
meist 0 geschrieben.

(R, -) ein Monoid ist. Monoid heil3t, es gibt ein Element e € R, so dass e-a = a und

Definition 5.4 (Ring mit Eins). Ein Ring R heil3t genau dann Ring mit Eins, wenn
a-e=aflralleaeR.

Bemerkung: Man bezeichnet e als Einselement des Rings.

Satz 5.8. Sei R ein Ring und 0 € R das Nullelement.
Fir jedesaeR gilt0-a=0unda-0=0.

Beweis. Man rechnet
0a=0a+0=0a+0a—0a=(0+0)a—0a=0a—0a=0.

Die Rechnung flir a- 0 ist analog. O

I Satz 5.9. Sei R ein Ring und a, b € R. Es gilt (—a)b = —(ab) = a(—b).

Beweis. Man rechnet
(—a)b=(—a)b+ 0 =(—a)b+ ab—(ab) = ((—a) + a)b— (ab)

=0b—(ab)=0—(ab) =—(ab). O
I Satz 5.10 (»Minus mal minus macht plus«).
Sei R ein Ringund a, b € R. Es qgilt (—a)(—b) = ab.
Beachtung von —(—x) = x nach zweifacher Anwendung von Satz 5.9 bringt

(—a)(=b) =—((—a)b) =—(—(ab))=ab. O

Definition 5.5. Sei (M, +, 0) ein Monoid. Fir n € Z»o und a € M definiert man na
rekursiv als

0a:=0, (n+1a:=na+a.

Satz 5.11. Sei (M, +, 0) ein Monoid. Fir m,n € Zso und a € M gilt

(m+ n)a=ma+ na, (5.1)
(mn)a =m(na). (5.2)
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Beweis. Induktionsanfang ist (m+ 0)a = ma = ma+ 0 = ma + 0a. Der Schritt ist

def v def
(m+n+1)aS (m+na+a=ma+na+a= ma+(n+1a.

Induktionsanfang ist (m-0)a=0a=0=m-0=m(0a). Der Schritt ist

(m(n+ 1)a=(mn+ m)a=(mn)a+ ma i m(na) + ma

= m((na) + a) ' m((n + 1)a). o

I Satz 5.12. Sei R ein Ring mit Eins e. Fir n € Z und a € R qilt (ne)a = na.

Beweis. Der Induktionsanfang ist (0Oe)a = Ogra = Ogr = 0a. Der Schritt ist

def v def
((n+ 1)e)a = (ne+e)Ja=nea+ea=na+a = (n+ 1a.

Fir n > 0 gilt zudem

((=n)e)a € (=(ne))a =—((ne)a) = —(na) €' (=n)a. o
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5.2.2 Ringhomomorphismen

Definition 5.6 (Ringhomomorphismus). Seien R, R’ Ringe. Eine Abbildung ¢: R —
R’ heilst Ringhomomorphismus, falls

P(x+y)=o(x)+ o(y),
e(xy) =o(X)o(y)

fur alle x,y € R gilt. Liegen Ringe mit Eins vor, und gilt zusatzlich ¢(1) = 1, dann
spricht man von einem unitaren Ringhomomorphismus.

I Satz 5.13. Bei jedem Ringhomomorphismus ¢ gilt p(kx) = ke(x) fir k € Z.

Beweis. Fir kK > 0 ist
k k
o(kx) = o> x) = > 0(x) = kp(x).
i=1 i=1

Nun der Fall k = 0. Man rechnet f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0). Subtraktion von f(0) auf
beiden Seiten ergibt f(0) = 0. SchlieBlich bleibt noch f(—kx) = —kf(x) fur kK > 0 zu
zeigen. Hier rechnet man zunachst

0=7£(0) =f(—x+ x) = f(—x) + f(x).
Subtraktion von f(x) auf beiden Seiten ergibt f(—x) = —f(x). Somit gilt

f(=kx) =—=f(kx) = —kf(x). O

5.3 Polynomringe

5.3.1 Einsetzungshomomorphismus

Definition 5.7 (Einsetzungshomomorphismus).
Die Abbildung &: R[X] — Abb(R, R) mit &(f)(x) :=f(x) nennt man Einsetzungshomo-
morphismus.

Satz 5.14. Beim Einsetzungshomomorphismus & handelt es sich um eine lineare
Abbildung.

Beweis. Es gilt
o(f +9)0) = Z(ak + bxk = Zakx + Zbkx
= <I>(f)(><) +@(9)(x) = (2(f) + <I>(9))(X)

und

SAN(X) = D Aakxk =2 D> arxk = A8(f)(x) = (Ae(f))(X). O
k k
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I Satz 5.15. Der Einsetzungshomomorphismus @ ist injektiv.

Beweis. Sei f = >0 axxX¥ und g = 37_ bkXK, wobei n = max(degf,degg). Zu
zeigen ist

(Vx eR: 2(f)(x) =2(9)(x)) = f=g9,
das heildt
(Vx €R: Zakxk = Zbkxk) = (Vk: ax = b).
k k

Die Umformung der Voraussetzung ergibt >, (bx — ax)xk=0.D.h., jedes der (bx — ak)
muss verschwinden. Zu zeigen ist also lediglich

n
(Vx eR: chxk=0) = (Vk: cx =0).
k=0

Wenn f(x) = 0 fiir alle x ist, muss auch die Ableitung D™f(x) = 0 sein. Es gilt DKxk = k!,
und daher

n
D”chxk=n!-cn=0 = ¢, =0.
k=0

Demnach ergibt sich dann aber auch

n
pn-1 Z cexK=(n=1)-cp-1=0 = cp_1=0
k=0

usw. Man erhalt cx = 0 fur alle k. O

5.4 Korper

5.4.1 Geordnete Korper

Definition 5.8 (Geordneter Korper). Eine Kérper K heiRt geordnet beziiglich einer
strengen Totalordnung, wenn die beiden Axiome

a<b = a+c<b+c,
a>0Ab>0 = ab>0

fur alle a, b, c € K erflllt sind.

I Satz 5.16. Sei K ein geordneter Kérper und ae K. Es gilta>0 < —a <0.
Beweis. GemaR Def. 5.8 Axiom 1 gilt

0<a << —a<a—a=0.0

I Satz 5.17. Sei K ein geordneter Kérper. Fir jedes a € K mit a # 0 gilt a2 > 0.

Beweis. Im Fall a > 0 ist a? > 0 aufgrund von Def. 5.8 Axiom 2, setze b := a. Ubrig
bleibt der Fall a < 0. GemaR Satz 5.16 ist —a > 0. Laut Axiom 2 gilt andererseits

—a>0 = 0<(—a)=d.

Somit ist auch in diesem Fall a2 > 0.0
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I Satz 5.18. Sei K ein geordneter Korper. FUr 1k gilt 1x > 0.

Beweis. Wegen 1k = 1xlk ist 1¢ ein Quadrat. Weil zudem 1k # 0 ist, erhalt man
1k > 0 gemal Satz 5.17.0

I Satz 5.19. Sei K ein geordneter Korper. Fir n € Z-¢ gilt n1x > 0.

Beweis. Der Induktionsanfang ist 1-1x = 1x > 0, wobei 1x > 0 gemal Satz 5.18 gilt.

Der Induktionsschritt ist
f
(n+ 1)1k (D=e)n1;<+ 1k > 1 >0,

denn die Induktionsvoraussetzung nlg > 0 impliziert n1lg + 1x > 1k gemaR Def. 5.8
Axiom 1.0

Satz 5.20. Sei K ein geordneter Kérper. Fir a, b, c e K gilt

a<bAac>0 = ca<cb,
as<bAac>0 = ca<ch.

Beweis. Gemals Def. 5.8 Axiom 1 und Axiom 2 gilt
a<b < 0<b—a = 0O<c(b—a)=cb—ca < ca<cbh.
Im Fall c =0 ist ca < cb klar. Fur ¢ > 0 gilt

as<b << a<bva=b = ca<cbvca=cb < ca<cb.nO

I Satz 5.21. Sei K ein geordneter Kérper und n € Z>o. Fir a = 0 gilt na > 0.

Beweis. Der Induktionsanfang n = 0 ist trivial. Der Schritt ist

f
(n+1)a(D=e)na+c12na20,

denn gemal Induktionsvoraussetzung ist na > 0. Die Ungleichung na + a > na erhalt
man, indem auf beiden Seiten von a > 0 der Wert an addiert wird.O

Satz 5.22. Sei K ein geordneter Kérper. Seia € K und m,n € Z. Es qilt
m<naaz0 = ma<na.
Beweis. Wegen m < nist n—m > 0. Laut Satz 5.21 gilt somit

0<a=>0<(nh—m)a=na—ma < ma<na.n
Satz 5.23. Sei K ein geordneter Kérper und ax € K. Es qilt
: n 2
(3k:ax #0) = Zk=1 ag > 0.

Beweis. Aufgrund der Pramisse existiert die Permutation, die das erste nichtverschwin-
dende ax mit a; vertauscht, weshalb ohne Beschrankung der Allgemeinheit a; # 0
angenommen werden darf. Laut Satz 5.17 ist ai > 0 fUr jedes k. Induktion Uber die k.
Der Induktionsanfang ai; > 0 wurde bereits erldutert. Nun der Induktionsschritt. Mit
dem Axiom 1 von Def. 5.8 und der Induktionsvoraussetzung 0 < Z”_l a2 findet sich

k=1 "k
n—1 n
2 2 2 _ 2
osan<an+Z:ak_Z:ak'l:|
k=1 k=1
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5.5 Formale Potenzreihen

Definition 5.9 (Formale Potenzreihe).
Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement. Eine Folge a: N>o — R bezeichnet
man auch als formale Potenzreihe und schreibt

[00]
D aXki=a = (a) = (@), = (a0, a1,az,...).
k=0

Addition und Multiplikation von formalen Potenzreihen ist hierbei definiert als

i aXk + i bixk = i(ak + b)XX, bzw. (ak) + (bk) := (ak + bk),
k=0 k=0 k=0
00 ' 0o ) 00 k
(Za.-X‘)(ijxf) = (Za,-bk_[)xk, bzw. (a)(b;) := (D, aib—0).
=0 j=0 k=0 ~i=0

Satz 5.24. Es qilt
Kk k k
Doaibk-i= Y, > ablk=i+j1.  ([k=i+]]=6ki))
i=0 =0j=0

Beweis. Man findet
Kk

kK k Kk Kk K
D> aibjlk=i+jl= > > aibkilk—i=j] = > aibk_i[ 0<k—i<k] = > aib_i.
i=0,=0 i=0,=0 i=0 k=0

Die letzte Gleichung wird ersichtlich durch die aquivalente Umformung

0<k—ink—i<k < i<ka0<LiO

Satz 5.25. Formale Potenzreihen mit Koeffizienten in R bilden bezuglich ihrer defi-
nierten Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring mit Einselement, der
durch R[[X]] symbolisiert wird.

Beweis. Addition und Multiplikation sind per Definition abgeschlossen. Das neutrale
Element der Addition ist, wie unschwer zur erkennen, die Nullfolge. Das additiv inverse
Element zu (ak) ist (—ak), denn

(ak) + (—ax) =(ak—ax)=(0,0,0,...)=0.
Die Addition ist kommutativ, denn

(ak) + (bk) = (ak + bi) = (bk + ax) = (bk) + (ak).
Die Addition ist assoziativ, denn

((ak) + (b)) + (ck) = (ak + b)) + (ck) = (ak + bk + ¢ck)
= (ak) + (bk + ck) = (ak) + ((bk) + (ck)).

Die Multiplikation ist kommutativ, denn mit Satz 6.17 findet sich

(aK)(bi) = (T, aibi—i) = (X, ak—ibk—k—0) = (Ti_y biak—i) = (br)(ax).
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Die Multiplikation ist assoziativ, denn
(@) (b)(ek) = (I o I aibjlk=i+j1)(ck)
= 3h o X il o Aibjey [F=iHi1Lk=U"+']
= 3o N Ty aibjepLk=itj+]
= o Tk o o aibjey Lk=itj+]].
Die letzte Gleichung wird klar durch die Uberlegung
i>k—j < i>i+j+j/—j < i>i+j <= 0> < j<0.
Das Distributivgesetz ist erflllt, denn
(ck)((ak) + (bk)) = (ck)(ak + bk) = (Zf;o Ci(ak—i + bik-i))
= (0o Cilk—i + 2o Cibk—) = (S, Ciak—0) + (Zie Cibk—1)
= (ck)(ak) + (ck)(bk).

Das Einselement ist axy = [k = 0], also (ax) =(1,0,0,0,...).0
I Definition 5.10 (Formale Potenzreihen in zwei Variablen).

Man definiert R[[X, Y]] :=R[[XII[[Y]].
Definition 5.11 (Exponentialreihe). Man definiert

e}

exp(X): Z

I Satz 5.26. Es gilt exp(X + Y) = exp(X) exp(Y).

Beweis. Mit der kurzen Vorbetrachtung %(Z) = %k!(,f_!k)! = k,(n 7y findet sich
°°(X+Y)n ooln() [e9) Xk Ynk
expX+Y)= ) ——=)> — XKyn—k =
(o) Xn [ee] Yn
= ( Z —I)( Z —) =exp(X)exp(Y).O
n=0 n n=0 n!
Definition 5.12 (Reihen der Hyperbelfunktionen). Man definiert
) Xk oo X2k+1
cosh(X) := , sinh(X):= _—.
X ,Z(:)(Zk)! X I;(Zk+1)!

Satz 5.27 (Paritatszerlegung der Exponentialreihe).
Es gilt exp(X) = cosh(X) + sinh(X).

Beweis. Mit der Zerlegung 1 =[k € 2Z] + [k € 2Z + 1] findet sich

exp(X)=ZF=ZF[I<GZZ]+ Zz[kezm 1]
%) X2k o X2k+l =
2 20! Z (2k 1 = cosh(X) + sinh(X). O
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Definition 5.13 (Reihen der Winkelfunktionen). Man definiert

I< 00 k

sin(X):= > (1)
K ,;0

cos(X) _Z( 1)

) (Qk+ 1)t

Satz 5.28. Es gilt cosh(iX) = cos(X) und sinh(iX) =isin(X),
wobei i die imaginare Einheit ist.

Beweis. Aufgrund i2 = —1 gilt i2k = (—1)% und i2k+1 = (—1)’<i. Hiermit findet sich
o0 (ix)Zk 00 i2l<x2k 0

coshUX)-Z—(Zk)! —Z 20! Z( 1) (2k)' = cos(X),

k=0 k=0
. . _ 00 (iX)2k+l B ® j2k+1x2k+1 B B X2k+1 B
SInh(IX)—kZ(:)m—kZm kZ(— ) m ISln(X) O

Satz 5.29 (Eulersche Formel).
Es qgilt exp(iX) = cos(X) + isin(X), wobei i die imaginare Einheit ist.

Beweis. Man findet

exp(iX) & cosh(ix) + sinh(iX) 2 cos(X) + isin(X).

Die Uberlegung zu (1) verlauft auf direkte Weise analog zu der von Satz 5.27.

Umformung (2) gilt gemal Satz 5.28.0

5.6 Zahlenbereiche

5.6.1 Die naturlichen Zahlen
Definition 5.14 (Natirliche Zahlen).

Die

Man bezeichnet N bezlglich einer Nachfolgerabbildung s: N — N als die natirlichen

Zahlen, wenn die folgenden Axiome erfullt sind:

(P1) 0eN,

(P2) s istinjektiv,

(P3) VneN:s(n)#0,

(P4) VM:0eMA(VneN:neM=s(n)eM)=NCcC M.

Definition 5.15 (Addition natiirlicher Zahlen).
Man definiert rekursiv

a+0:=a, a+s(b):=s(a+b).

I Satz 5.30. Mit 1 :=s(0) gilt s(a) =a + 1.
Beweis. Es findet sicha+ 1=a+ s(0)=s(a+ 0) =s(a).O

Satz 5.31 (Assoziativgesetz der Addition).
Furallea,b,ceNqgilt (a+ b)+c=a+ (b+ ).

Beweis. Induktion Uber c. Im Anfang ¢ = 0 gilt
(a+b)+c=(a+b)+0=a+b=a+(b+0)=a+ (b+ ).
Zum Schritt. Induktionsvoraussetzung sei (a+ b)+ c=a+ (b + ¢). Man findet

(a+b)+s(c)=s((a+b)+c)gs(a+(b+c))=a+s(b+c)=a+(b+s(c)).1:|
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Satz 5.32 (Neutrales Element der Addition).
FiralleaeNgilt0O+a=a+ 0=a.

Beweis. Per Definition gilt a+ 0 = a. Zu 0 + a per Induktion Uber a. Im Anfang a = 0 ist
0 + a = 0 per Definition. Zum Schritt. Induktionsvorausetzung sei 0 + a = a. Man findet

0+s(a)=s(0+a) = s(a). O

Satz 5.33 (Kommutativgesetz der Addition).
Firallea,beNgilta+ b=b+a.

Beweis. Zunachst a+ 1 =1 + a per Induktion Uber a. Im Anfang a = 0 gilt die Aussage
gemal Satz 5.32. Zum Schritt. Man findet

1+s(a)=s(1+a)¥s(a+ 1)=a+ s(1).

Nun a+ b = b + a per Induktion Uber b. Der Fall b = 0 gilt gemaR Satz 5.32. Anfang sei
b = 1. Dieser wurde zuvor gezeigt. Zum Schritt. Man findet

s(b)+a=MB+1)+a=b+(l+a)=b+(a+1)=b+5s(a)

=s(b+a)¥s(a+b)=a+s(b).O

Definition 5.16 (Multiplikation natiirlicher Zahlen).
Man definiert rekursiv

a-0:=0, a-s(b):=a-b+a.
Satz 5.34 (Distributivgesetz der Multiplikation).
Far alle a,b,c e N gilt (a+ b)c =ac+ bc.

Beweis. Induktion Uber c. Im Anfang ¢ = 0 resultieren beide Seiten der Gleichung im
Wert 0. Zum Schritt. Man findet

(a+b)s(c)=(a+b)c+(a+b)¥ac+bc+a+b=ac+a+bc+b=as(c)+bs(c).|:|

I Lemma 5.35. Fiir alle a € N gilt 0a = 0.

Beweis. Induktion Gber a. Im Anfang a = 0 ist per Definition Oa = 0. Der Schritt ist

0s(a)=0a+0~0+0=0.

I Satz 5.36. FuralleaeNgilta-1=aund1-a=a.

Beweis. Die Formel a-1 = a folgt unmittelbar aus der Definition und bereits bekannten
Regeln.

Die Formel 1-a = a per Induktion Uber a. Im Anfang a = 0 folgt die Regel unmittelbar
aus der Definition. Der Schritt ist

1s(a)=1a+1¥a+1=s(a).|:|
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Satz 5.37 (Kommutativgesetz der Multiplikation).
Far alle a, b e N gilt ab = ba.

Beweis. Induktion Uber b. Im Anfang b = 0 gilt die Regel gemal Lemma 5.35. Der
Schritt ist

as(b)=ab+a¥ba+a=ba+ la=(b+ 1)a=s(b)a.O

5.6.2 Die ganzen Zahlen

Definition 5.17 (Ganze Zahlen).
Man definiert die ganzen Zahlen Z als Quotientenmenge

Z:=(NxN)/~, (X, y)~X.y) = x+y' =x"+y.

Satz 5.38. Die Menge Z bildet bezliglich den wohldefinierten Operationen

[T+ YD) =[x+ X,y +y)],
[OGT- Ty i=1(xx + vy’ xy" + x'y)]

einen kommutativen unitaren Ring.

Beweis. Wohldefiniert heit, dass das Resultat der Operation nicht von den gewahlten
Reprasentanten abhangt. Sei dazu (x,y) ~ (a,b) und (x’,y’) ~ (a’b’). Zu zeigen ist

x+x,y+y)~(a+ad,b+b'), = x+x"+b+b/=y+y' +a+a.
Mit den Pramissen gilt x+ b=y +aund x’ + b’ =y’ + a’, womit
x+b)+ (X' +b)=(y+a)+ (Y +a), = x+x'+b+b ' =y+y' +a+d.

Mit der Multiplikation verhalt es sich ein wenig komplizierter. Zu Vereinfachung wird
zunachst gezeigt:

[0, y)N=[(a,b)]- (X, y)]

= (xx'+yy’,xy’+ yx") ~(ax’ + by’,ay’ + bx")
= xx'+yy' +ay’ + bx’=ax’ + by’ + xy’ + yx’
<= (x+b)X +(a+y)y =@+ y)x +(x+b)y’.

Diese Gleichung ist gemaR Voraussetzung (x, y) ~ (a, b) bzw. x + b = a + y erfullt.
Analog bestatigt man

[(a,b)]-[(xX",y)]=I[(a, b)]-[(a’,b)].
Gemal Transitivitat ergibt sich somit
[0,y =[(a,b)]-[(a’, b)].

Es ist nun zu bestatigen, dass (Q, +) eine kommutative Gruppe ist. Das Assoziativge-
setz:

CODT+HIXYID+HI7 YN =[x+ X y+y)+ (X", y'")]
=[(x+x"+x",y+y + Yy =[x+ [(X+x",y" +y")]
=[]+ (YD1 + X7, y)OD.
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Das neutrale Element ist [(0,0)], denn

[ )]+ 1(0,0)] =[(x+0,y+0)]=[(x,y)].

Das inverse Element zu [(x, y)] ist [(y,x)], denn es gilt

[T+, =[(x+y,y+x)]=[(0,0)]
= (x+y,y+x)~(0,0) = x+y+0=y+x+0.

Das Kommutativgesetz:
[T+ I YD) =1+ Xy +y ) =X+ %,y + )] =[x, y)] + [(x. y)].

Es ist nun zu bestatigen, dass (Q, -) ein kommutatives Monoid bildet. Das Assoziativge-
setz:

oI I YD - Ty =Txx" +yy', xy" + X' y)]1 - [(x", y")]

— [(XX/XII + X//yyl + Xylyll + leyll’ >(></.y// + yylyll + Xxllyl + Xlxlly)]
=[0G TOX7 +y'y” Xy + X"y ) =[x, )] - ([ )] - T y")D.
Das Kommutativgesetz:
[OGT- O YD =10 +yy’, xy’ + yx')]
=[(X'x+y'y, X'y +xy)] =[(x",y")] - [(x, V)]
Das neutrale Element ist [(1,0)], denn es gilt

[Y)]-[(1,0)]=[(x-1+y-0, 1-y+x-0)]=[(x,y)].

SchlieBlich ist noch das Distributivgesetz zu bestatigen. Man findet

[(@,b)]- [T+ Yy =[(a,b)]-[(x+x",y+y)]
=[(ax+ ax’ + by + by’, ay + ay’ + bx + bx’)]

=[(ax+ by,ay + bx)]1 + [(ax’ + by’, ay’ + bx’)]
=[(a,b)]-[(x,y)]+[(a,b)]-[(x",y)].

Somit sind alle Axiome bestatigt. O

Definition 5.18 (Monoidhomomorphismus).
Seien (M, +) und (M’, +’) zwei Monoide. Eine Abbildung ¢: M — M’ heilt Monoidho-
momorphismus, wenn fir alle a, b € M gilt

p(a+ b)=e¢(a)+ ¢(b)
und @(0) = 0’ ist.

Satz 5.39 (Einbettung der natiirlichen Zahlen in die ganzen).
Die Abbildung ¢@: Ng — Z mit ¢(n) :=[(n, 0)] ist ein Monoidmonomorphismus.

Beweis. Es ergibt sich
p(a+b)=[(a+b,0)]=[(a,0)]+[(b,0)] =e(a)+ ¢(b).

AuBerdem ist ¢(0) =[(0,0)], und [(0, 0)] ist das neutrale Element von (Z, +).
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SchlieBlich ist noch die Injektivitat zu prufen:

[(a,0)] =¢(a)=9(b) =[(b,0)] < (a,0)~ (b,0)
— a+0=b+0 < a=>b.0O

Bemerkung. Anstelle von ¢(n) =[(n, 0)] darf man daher kurz n =[(n, 0)] schreiben.
AuBerdem definiert man a— b := a + (—b). Daraus ergibt sich nun

[CGY)I=1(x, 0]+ [(0,y)]=[(x,0)]-[(y.0)]=x—y.
Die umstandliche Schreibweise [(x, y)] wird ab jetzt nicht mehr benétigt.

Definition 5.19 (Totalordnung der ganzen Zahlen).
Auf Z wird die folgende strenge Totalordnung definiert:

[ W] <[(X,y)] i= x+y <x'+y.
Satz 5.40 (Einbettung der Totalordnung).
Die Abbildung ¢ aus Satz 5.39 genugt der Forderung
a<b = ¢(a) <e(b).
Beweis. Nach den Definitionen ist

pa)<pb) = [(a,0)] <[(h,0)] & a+0<0+b << a<b.O

5.6.3 Die rationalen Zahlen

Definition 5.20 (Rationale Zahlen).
Man definiert die rationalen Zahlen @ als Quotientenmenge

Q:=(Zx Z>1)/~, (X Y)~KX,y) = xy'=x'y.
Fir die Aquivalenzklasse [(x, y)] € @ schreiben wir im Folgenden §
Satz 5.41. Die Menge Q bildet bezluglich den wohldefinierten Operationen
x x'  xy'+x'y xx’
vy YT T

einen Korper.

xx’.
y y oy

’

Beweis. Wohldefiniert bedeutet, dass das Ergebnis der Operationen nicht von den
gewahlten Reprasentanten der Argumente abhangig ist. Sei dazu (a, b) ~ (x, y) und
(a’,b") ~ (x’,y’). Zu zeigen ist nun
(ab’+ a’b,bb’) ~ (xy’ + X'y, yy’)

< (ab’+ a’b)(yy’) = (xy’ + x'y)(bb")

< ab’yy’ + a’byy’ =xy’bb’ + x’ybb’.
Substituiert man ay = xb und a’y’ = x’b’ auf der linken Seite der Gleichung, ergibt
sich die rechte Seite. Zu zeigen ist weiterhin

(aa’,bb’) ~ (xx’,yy") < ad’yy’ =xx'bb’.

Wieder wird linke Seite der Gleichung Uber ay = xb und a’y’ = x’b’ in die rechte Seite
Uberfuhrt. Die Wohldefiniertheit der Operationen ist damit bestatigt.
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Es bleibt zu prifen, dass (Q, +, -) allen Kérperaxiomen genligt. Das neutrale Element
der Addition ist 0/1, denn es gilt

x 0 x-14+40-y x
y 1T Ty Ty

Das neutrale Element der Multiplikation ist 1/1, denn es gilt
x 1 X 1 X

y 1 y1 y

Die Assoziativitat der Addition ergibt sich ohne groRere Umstande:

(5 + X_/) x_// 3 xy/+x/y + x_// 3 xy/y//+x/yy//+x//yy/
y y

+ y// - yy/ y// - yy/y// !
X X/ X// 3 X X/y// + X//y/ 3 Xy/y// + X/yy// + X//yyl
y T\ Ty )Ty Ty yy'y" '

Die Assoziativitat der Multiplikation ist etwas einfacher:

X X/ XII XX/ XII XX/XII X X/X// X X/ X//
(5_/')7)'>7=yy' VWY oy Yy _y'(V'V)'
Das Kommutativgesetz der Addition:

x x xy+xy xXy+xy’ x' x
—+ = = =

y y yy’ y'y y' y
Das Kommutativgesetz der Multiplikation:

x x' xx’ x'x x x

Y ¥y Yy Yy
Das additiv inverse Element zu x/y ist (—x)/y, denn es gilt

X —x_xy+(—x)y_ 0 B 0
y v yr 1

Das multiplikativ inverse Element zu x/y mit x # 0 ist y/x, denn es qilt
xy xy 1
y'x xy T

Schlief3lich findet bestatigt man noch das Distributivgesetz:

a (x x’) a xy'+x’y axy’+ax’y
—_ — + J— — — . =
y y

b b yy byy’

ax ax’ axby’+ax’by b axy’+ax’y
—_— + _—  —
by by’ byby’ b byy’

Hierbei beachtet man, dass b/b = 1/1 das multiplikativ neutrale Element ist. O
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Satz 5.42 (Einbettung der ganzen Zahlen in die rationalen).
Sei ¢: Z — Q mit ¢(z) := z/1. Die Abbildung ¢ ist ein Eins-erhaltender Ringmonomor-
phismus.

Beweis. Die Erhaltung des Einselements ergibt sich trivial. Ferner findet man

pla+by= T2 0L 2D o)
1 1-1 1 1
und
ab ab a b
¢(ab) = —-==9(a)-e(b).O

71711 11

Bemerkung. Vermittels der Einbettung kénnen wir die ganze Zahl z ab jetzt mit der
rationalen Zahl z/1 identifizieren. Das heil8t, man schreibt einfach z=z/1 anstelle von
p(2)=2z/1.

Definition 5.21 (Division rationaler Zahlen).
Wie in jedem Kérper ist die Division fir a,b € Q, b # 0 definiert als a/b := ab™1.
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6.1 Endliche Mengen

6.1.1 Indikatorfunktion

Definition 6.1 (Iverson-Klammer).
Flr eine Aussage A der klassischen Aussagenlogik definiert man

1 wennaA,
Al =
[A] {0 sonst.

Satz 6.1. Es gilt

[AAB]=[A][B],
[A v Bl =[A]+[B]—[Al[B],
[-A]=1—[A],
[A—-B]=1—-[Al(1-[B].
Beweis. Trivial mittels Wertetabelle.O
Satz 6.2. Fur die Indikatorfunktion 1y(x) :=[x € M] qilt
lane = 1als,
lavg =1a+ 1p— lans.
Beweis. GemaR Satz 6.1 gelten die Rechnungen
lLane(X)=[x€ANB]=[x€AAxeB]=[xe€A][xe€eB]=1a(x)1s(x)
und
lavs(X)=[x€AUB]=[x€AvxeB]=[xe€Al+[xeB]—[xe€A][x e€B]
=1a(x) + 15(x)— 1ans(x). O
I Satz 6.3. Fur endliche Mengen A, B gilt |AUB| = |A|+ |B|—|ANB].
Beweis. Gemald Satz 6.2 darf man rechnen

AUB| =" 1aws(x) = D (1a0) + 18(x) — 1ans(x))

xeG xeG
= 21400+ 2, 16030 = D Lans(x) = |A|+|B|—=|ANB|. O
xeG XeG xeG

I Satz 6.4. Fur endliche Mengen A,B mit A € B qgilt |A| < |B].
Beweis. Mithilfe der Indiktorfunktion findet sich
ACB < (Vx:1a4(x) £15(X)) < (Vx:0<15(x)—14(x))
= 0< > (16(x)—1a0)) = > 1a(x)— > 1a(x) = |B| - |A]|

XeB xeB xeB
= |A| < |B|. O
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6.1.2 Endliche Abbildungen

Satz 6.5 (Anzahl der Abbildungen).
Seien X, Y endliche Mengen mit |X| = k und |Y| = n. Die Menge der Abbildungen
X — Y enthalt nk Elemente.

Beweis. Induktion Uber k. Im Anfang k = 0 ist X = @. Es gibt genau eine Abbildung
@ — Y, namlich die leere Abbildung. GleichermaRen ist n® = 1.

Zum Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung sei die Gultigkeit fir k— 1. Es sei
[X] = k und |Y]| = n. Gesucht ist die Anzahl der Mdglichkeiten zur Festlegung der
Abbildung f: X — Y. Sei x € X fest. Fur die Festlegung f(x) = y bestehen nun genau n
Moglichkeiten, namlich so viele, wie es Elemente y € Y gibt. FUr die Festlegung der
ubrigen Werte betrachtet man f als Abbildung

fi X\ {x}—-Y,

von denen es laut Voraussetzung nk—1 gibt. Wir haben also n mal n~1 Méglichkeiten,
das sind nk.o

Satz 6.6 (Anzahl der Bijektionen).
Seien X,Y endliche Mengen, wobei |X| = |Y| = n gelte. Die Menge der Bijektionen
X — Y enthalt n! Elemente.

Beweis. Induktion Uber n. Im Anfang n =0 ist X =@ und Y = @. Es existiert genau
eine Bijektion @ — &, namlich die leere Abbildung. Bei der Fakultat gilt ebenfalls 0! =1
laut Def. 6.9.

Zum Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung sei die Gultigkeit fir n— 1. Es sei
[X| = n. Gesucht ist die Anzahl der Méglichkeiten zur Festlegung der Bijektion f: X = Y.
Sei x € X fest. Fur die Festlegung f(x) = y bestehen genau n Maéglichkeiten, namlich
so viele, wie es Elemente y € Y gibt. Bei der Festlegung der Ubrigen Werte entfallt y
aufgrund der Injektivitat von f. Fur die Festlegung betrachtet man f daher als Bijektion

fr X\ {x} =Y\ {y},

von denen es laut Voraussetzung (n— 1)! gibt. Wir haben also n mal (n— 1)! Mdglich-
keiten, was gemal Def. 6.9 gleich n! ist.O

Satz 6.7 (Anzahl der Injektionen).
Seien X, Y endliche Mengen, wobei |[X| = k und |Y| = n gelte. Die Menge der Injektio-
nen X — Y enthéalt nk Elemente.

Beweis. Induktion Uber k. Im Anfang kK = 0 ist X = @. Es gibt genau eine Injektion
@ — Y, ndmlich die leere Abbildung. GleichermaBen gilt n2 =1.

Zum Schritt. Voraussetzung sei die Gultigkeit fir k— 1. Es sei |X| = k und |Y| = n.
Gesucht ist die Anzahl der Mdglichkeiten zur Festlegung der Injektion f: X — Y. Sei
x € X fest. Fur die Festlegung f(x) = y bestehen genau n Mdéglichkeiten, namlich so
viele, wie es Elemente y € Y gibt. Bei der Festlegung der Ubrigen entfallt y aufgrund
der Injektivitat von f. Flir die Festlegung betrachtet man f daher als Injektion

fr X\ {x} =Y\ {y},

von denen es laut Voraussetzung (n — 1)k=1 gibt. Es sind also n mal (n — 1)k=1 Még-
lichkeiten, was gleich nX ist.o
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Satz 6.8. Seien X,Y endliche Mengen und sei |X| = k. Sei C«(Y) die Menge der
k-elementigen Teilmengen von Y. Fur zwei Injektionen X — Y sei ferner die Aquiva-
lenzrelation

f~g &= IAmeSk:f=gom

definiert, wobei mit den m € S¢ Permutationen gemeint sind. Zwischen der Quotien-
tenmenge Inj(X, Y)/Sk und Ck(Y) besteht eine kanonische Bijektion.

Beweis. Wir definieren diese Bijektion als

@: Inj(X,Y)/S5k = Ck(Y),  o([f]) :=f(X),

wobei [f] = f o Sk die Aquivalenzklasse des Reprasentanten f bezeichne. Sie ist wohl-
definiert, denn fir f ~ g gilt

f(X) = (g e m)(X) = g(n(X)) = g(X).

FUr die Injektivitat von ¢ ist zu zeigen, dass f(X) = g(X) die Aussage [f] =[g] impliziert,
also die Existenz einer Permutation m mit f = g o m. Weil g injektiv ist, existiert eine
Linksinverse g—1, so dass wir m := g~ o f wahlen kénnen. Es verbleibt somit die
Gleichung f =gog~1of zu zeigen. Zwar ist g~ ! im Allgemeinen keine Rechtsinverse,
ihre Einschrankung auf g(X) aber schon. Wegen f(X) = g(X) hebt sich g o g~! daher
wie gewlnscht auf f(X) weg.

Zur Surjektivitat von ¢. Hier ist zu zeigen, dass es zu jeder Menge B € Ck(Y) eine
Injektion f mit f(X) = B gibt. Betrachten wir sie als Bijektion f: X — B. Eine solche
besteht, weil X und B gleichmachtig sind.O

Satz 6.9 (Anzahl der Kombinationen).
Sei Y eine |Y| = n Elemente enthaltende endliche Menge und Ck(Y) die Menge der
k-elementigen Teilmengen von Y. Es gilt [Ck(Y)] = (}).

Beweis 1. Sei X eine Menge mit |X| = k. Es gilt

1) .. . 2 [Inj(X, V)| nk (n)
Cc)| = |Inj(X,Y)/ S| = ———=—= .
|ICk(Y)] = |Inj(X, Y)/Skl o] = B

Gleichung (1) gilt hierbei laut Satz 6.8. Die Einsicht von (2) erhalt man mit der folgenden
Uberlegung. Fur jede Gruppe G gilt die Bahnformel |G| = |[foG|-|Gy|. Ist nun die Fixgruppe
Gy trivial, ist |G| = 1 und infolge |f o G| = |G]|. Dies ist bei der symmetrischen Gruppe
G = Sk der Fall. Aus diesem Grund enthadlt jede Bahn f o Sk gleich viele Elemente,
|Sk| an der Zahl. Weil die Bahnen auRerdem paarweise disjunkt sind, erhalt man die
Faktorisierung

[Inj(X, )| = ISkl - [Inj(X, Y)/Sk|. O

Beweis 2. Induktion Uber (n, k). Im Anfang ist k = 0 oder kK = n. Der abstruse Fall
k = 0 sucht nach Teilmengen ohne Elemente. Es existiert genau eine solche Menge,
namlich die leere Menge, womit Co(Y) = 1 ist. Der Fall kK = n sucht nach Teilmengen,
die so viele Elemente haben wie Y. Dies kann nur Y selbst sein, womit C,(Y) =1 gilt.
GleichermaBen gilt (;) =1 und (}) = 1.

Induktionsvoraussetzung sei die Gultigkeit fur (n—1,k—1) und (n—1, k). Man nimmt
nun ein Element y aus Y heraus, womit darin n— 1 verbleiben. Entscheidet man
sich, y zur Teilmenge hinzuzufiigen, verbleiben noch k — 1 Elemente auszuwahlen.
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Entscheidet man sich dagegen, verbleibt die Teilmenge unverandert, womit nach wie
vor k Elemente auszuwahlen sind. Die Anzahl der Moglichkeiten ist somit

_ Iv n—1 n—1 (P
ICk(Y)I—ICk_1(Y\{y})I+ICk(Y\{y})I—(k_1)+( B )—(k)-n

Satz 6.10 (Gitterweg-Interpretation).

Ein Gitterweg auf dem Gitter Z x Z heift monoton, wenn von (x, y) aus lediglich der
Schritt nach (x + 1, y) oder der Schritt nach (x,y + 1) gewahrt ist. Die Anzahl der
monotonen Gitterwege von (0, 0) zu (x, y) betragt

(x+ y)! (x+y) (x+y)

xtyl U x ) Uy J
Beweis 1. Alle Gitterwege besitzen dieselbe Lange x + y. Die Knoten des jeweiligen
Wegs nummerieren wir der Reihe nach mit Ausnahme des letzten. Nun ist von den

X + ¥y Nummern eine Teilmenge von y Nummern auszuwahlen, an denen ein Schritt

nach oben stattfinden soll. Dafir gibt es (X;y) Moglichkeiten. o

Beweis 2. Es bezeichne f(x, y) die Anzahl der Wege von (0, 0) zu (X, y). Zum Erreichen
eines Randpunktes besteht immer nur eine einzige Méglichkeit, womit f(x,0) = 1 und
f(0,y) =1 qilt. Der nicht auf dem Rand befindliche Punkt (x, y) kann nun von (x—1,y)
oder von (x,y — 1) aus erreicht werden, womit

fxy)=f(x—1,y)+f(x,y—1)

gelten muss. Man sieht nun, dass diese Rekursion ein gedrehtes pascalsches Dreieck
erzeugt. Wir setzen daher f(x, y) = C(x+y, x) und fihren die Koordinatentransformation
X+ y =nund x = k aus. Die Rekurrenz nimmt damit die Form

Cx+y,x)=Cx—1+y,x—1)+C(x+y—1,x)

<~ C(n,k)=C(n—1,k—1)+C(n—1,k).
an. Die Randbedingungen fuhren zu C(n,n) = 1 und C(n, 0) = 1. Durch diese Rekurrenz
ist eindeutig der Binomialkoeffizient C(n, k) = (}) bestimmt, womit

X+y
f(x,y)=C(><+y,X)=( N )

gelten muss.O

Satz 6.11 (Rekursionsformel der Potenzmengenabbildung).
Firx ¢ M qilt P(MuU {x})=PM)U{Au{x} |AeP(M)}.
Beweis. Die Gleichung ist aquivalent zu
TCMuU{x} & TCMVIACM: T=AuU{x}.

Nehmen wir die rechte Seite an. Im Fall T € M gilt erst recht T € MuU {x}. Im anderen
Fall liegt ein A € M vor, womit AU {x} € MU {x} gilt. Wegen T = Au {x} qilt also
ebenfalls T € Mu {x}.

Nehmen wir die linke Seite an. Mit T € MU {x} und x ¢ M folgt per Satz 1.94

T\{xX}cMu{xP)\{x} =M, alsoT\ {x} C M.

ImFRall xgTistT=T\{x}, womitmanT C Merhalt. I mFall xeT wirdA:=T)\ {x} als
Zeuge der Existenzaussage gewahlt.O
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6.2 Endliche Summen

6.2 Endliche Summen

6.2.1 Allgemeine Regeln

Definition 6.2 (Summe). Sei (G, +, 0) eine kommutative Gruppe und ax € G. Die
Summe ist rekursiv definiert als

m—1 n n—1
Zak:=0, Zak:=an+2ak.
k=m k=m k=m

Satz 6.12. Es qilt

n n

Z(ak+bk)= Zak+ Z b.

k=m k=m k=m

Beweis. Induktion Gber n. Im Anfang n = m— 1 haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Induktionsschritt:

n n—1 n—1 n—1
v
di(ak+b)=an+bn+ Y. (ak+bk)=an+ba+ Y. ak+ Y. bi
k=m k=m k=m k=m

n n
= Z ai + Z bk. O
k=m k=m
Satz 6.13. Sei R ein Ring und ¢, ax € R. Sei c eine Konstante. Es gilt
n n
Z Cak =C Z agk.
k=m k=m

Beweis. Induktion Gber n. Im Anfang n = m— 1 haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Induktionsschritt:

n n—1 n—1 n—1 n
v
E cax =canp+ E cak=ca,,+c§ ax =c(ap + E ak)=cE Qai. O
k=m k=m k=m k=m k=m

Satz 6.14 (Aufteilung einer Summe). Fir m < p < n gilt

Beweis. Induktion Gber n. Im Induktionsanfang ist n = p und folglich:

p
D, k=

k=m
Induktionsschritt:

n n—1 v
Zak=an+zak=an+
k=m k=m

p—1 p—

1 p
Ak + Pk = Z ak+Zak.
m k k=p

k= =m

p—1 n—1 p—1 n
Zak+Zak= Z ak+Zak.|:1
=m k=p k=m k=p

k=
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Satz 6.15 (Indexshift).
FUr die Indexverschiebung der Distanz d € Z gilt

Zn n+d a
k=m 4 k=m+d “k—d-

Beweis 1. Induktion Uber n. Im Anfang n = m—1 haben beide Seiten der Gleichung
den Wert null. Induktionsschritt:

n+d—1 n+d
Z ak=an+ Z ak—a(n+d) d+ Z Ak—d = Z Qk—g- 0O
k=m+d k=m+d
Beweis 2. Mit der Substitution kK = k/ — d findet sich die Umformung
n (1) 2) 3) n+d
Yal ¥ a? 3 oas? 3 a5 oa
k=m m<k<n m<k’—d<n m+d<k’<n+d =m+d

wobei (1), (4) gemaB Satz 6.20 gelten und (2), (3) eine andere Schreibweise fur die
Substitutionsregel 6.21 ist.0O

Bemerkung. Der zweite Beweis ist eigentlich zirkular, weil der Beweis der Substituti-
onsregel Uber den Beweis von Satz 6.19 in transitiver Abhangigkeit zum generalisierten
Kommutativgesetz 6.18 steht, dessen Beweis einen Indexshift enthalt.

Satz 6.16. Es gilt

n n’ n’ n
> 5 a-3 >
i=mj=m’ j=m’i=m

Beweis. Induktion Gber n und n’. Im Anfang bei n =m—1 und n’ = m—1 haben beide
Seiten der Gleichung den Wert null. Induktionsschritt fur n:

n n n’ n—1 n’ v n’ n’ n-1 n’ n—1 n n

DIPILTEDILNSIPITED INSISITED HCIDILAES IpILN

i=m j=m’ j=m’ i=m j=m’ j=m’ j=m’i=m j=m’ i=m j=m’i=m
Induktionsschritt fir n’:

n n’ n n’ n

2. 2 = (am'+Z a) Zam'+Z Z au—Zam'+ Z Yay=5 Y ay

i=mj=m’ i=m j=m i=mj=m’ j=m’i=m j=m’i=m

Weil immer ein Schritt nach rechts oder ein Schritt nach oben durchfihrbar ist, werden
alle Punkte (n,n’) im Gitter Z>m—1 X Z>py—1 erreicht.o

Satz 6.1n7 (Umkehnrung der Reihenfolge).
Es qilt Zk=0 ay = Zk:O An—k-

Beweis. Induktion Uber n. Im Anfang n = —1 haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Der Induktionsschritt ist

n n—1 v n—1
Z an—k =0ap—n + Z an—k =do + Z an—(n—1—k)Ak
k=0 k=0 k=0
n—1 (1) 0 n 2) n
SGCEDICSEDICEDICE DI
k=0 k=0 k=1 k=0

wobei (1) gemaR Indexshift 6.15 und (2) gemaf Aufteilung 6.14 gilt.O
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Satz 6.18 (Generalisiertes Kommutativgesetz).
SeiM={keZ|m<k<n}. Fir jede Permutation m: M — M qilt

n n
2. A= D, dngo-
k=m k=m

Beweis. Induktiv. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit m = 1. Im Induktionsan-
fang n =0 und n =1 ist die Gleichung offenkundig erfullt.

Induktionsschritt. Induktionsvoraussetzung sei die Gultigkeit fir M. Zu zeigen ist die
Gultigkeit fur Mu {n+ 1}.

Sei t ein fester Parameter mit 1 <t <n+ 1. Im Fall (t) = n+ 1 geht man wie folgt
vor. Man setze o(k) :=mn(k) fUir 1 < k <t—1. Man setze o(k) :=mn(k+ 1) furt <k <n.
Weil n+ 1 kein Wert von o ist, muss o eine Permutation o: M — M sein. Ergo gilt

n+1 n+1l
Z An(k) = Z Qn(k) + An(t) + Z Qn(k) = An(t) + Z Qn(k) + Z Qn(k+1)
k=t+1 k=1 k=t

=dan+1+ Z Qo(k) + Z Qo(k) = An+1 + Z Qo(k)
k=1 k=t k=1
n+1l

—an+1+zak—zak

Man beachte, dass in den beiden Randfédllen t =1 und t =n+ 1 die jeweilige Randsum-
me den Wert null hat und somit verschwindet. o

Definition 6.3. Fir eine endliche Menge M definiert man

Z Ak = Z ar(i,

keM

wobei f: {m,...,n} — M eine frei wahlbare Bijektion ist.

Satz 6.19. Der Wert Summe auf der rechten Seite von Def. 6.3 ist unabhangig von
der gewahlten Bijektion.

Beweis. Seien f, g zwei solche Bijektionen. Dann existiert m mit f = g o m, womit

n n n
Z af@ = Z Ag(n()) = Z Ag(d)
i=m i=m i=m
laut Satz 6.18 gilt.O

Satz 6.20.FirM={keZ|m<k<n} qilt

2, ax: —Zak—Zak

m<k<n keM

Beweis. Es gilt Yoy ak = X, Gidk) = Sy, Ak. O
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Satz 6.21 (Substitutionsregel). Ist ¢: M’ — M eine Bijektion, gilt
Z Ak = Z Ap(k’)-
keM k’eM’

Beweis. Zur Bijektion f: {1,...,|M|} — M existiert die Bijektion g mit f=¢og.
Infolge gilt

M M)
Doak=ax = Z%(g(m = D ). O
keM i=1 k’em’

Satz 6.22.Esgilt > cax=c > arund > (ak+bk)= > ak+ D bk.
keM keM keM keM keM

Beweis. Laut Definition gilt

|M| [M]|
Z Ccak = anf(() = CZ agiy==¢ Z Ak,
keM keM
[M]| M| (M|
Z (ak + bg) = Z(af(;) + b)) = Zaf([) + be([) = Z ag + Z bg. O
keM i=1 i=1 i=1 keM keM

Satz 6.23. Es gilt

S Sau=3 Y an

keM leN leN keM

Beweis. Laut Definition gilt

M| N IN| M|
Z Zakl Zzaﬂo 9() = Zzaﬂo 9() = Z Z k-
keM leN i=1j= j=li= leN keM

Satz 6.24. Fir MnN =@ qilt

S ae= Y at Yac

keMuN keM keN

Beweis. Sei m :=|M| und n := |N|. Laut Pramisse existiert eine Bijektion f: {1,...,m+
n}->MuNmitf(DeMfirl<i<mundf(i)eN firm+ 1<i<m+ n. Das macht

m+n m+n

Z a’<—Z:aJ‘(t)—Z:af(z)Jr Z af(l)—Zak+Zak O

keMuN i=m+1 keM keN

Satz 6.25. Fir eine disjunkte Zerlegung M = | J;; M; gilt

2 A=, D, .

keM i€l keM;

Beweis. Induktion Uber I. Im Anfang I = @ haben beide Seiten den Wert null. Indukti-
onsvoraussetzung sei die Gultigkeit fur I. Zu zeigen ist die Gultigkeit furIu {n} mit
n ¢ I. Der Induktionsschritt ist

S oa=Ya+rYalYarYS Ya= S Sao

keMnuM keMp keM keMp i€l keM; ielu{n} keM;
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Satz 6.26. Es gilt

2. ae= ), >,awn.

teMxN keM leN

Beweis. Es ist M = J, ¢y {k} und weiter M x N = J,cy({k} x N) eine disjunkte Zerle-
gung. Hiermit findet sich die Umformung

1 2
PHEED DI DIPI. T
teMxN keM te{k}xN keM leN
wobei (1) laut Satz 6.25 gilt und (2) per Substitutionsregel 6.21 mit der Bijektion
@:N—- {k} xNmit () :=(k,) und t =¢(D.

Satz 6.27. Mit der Indikatorfunktion 14: M — {0,1} fur A € M qilt
> laKak = > ay.
keM keA

Beweis. Mit disjunkter Zerlegung M =AU (M \ A) und Satz 6.24 gilt
dilaak= Y 1a(k)ak+ >, la(k)ax= > ak.O

keM keA 1" keM\A OV keA

Satz 6.28. Allgemein gilt
Z ak=2ak+2ak— Z ag.
keAuB keA keB keAnB

Beweis. Sei G = AUB die Grundmenge. Gemal Satz 6.2 darf man rechnen

Dak= Y laws(K)ak = Y 1a(k)ak + Y, 1g(K)ak — Y Lans(k)ax

keG keG keG keG keG
=S act - > aeo
keA keB keAnB

Definition 6.4 (Differenzenfolge). Zu einer Folge (ax) definiert man
(AQ)k := Qk+1 — Q.
Satz 6.29 (Teleskopsumme). Es gilt

n—1 n—1
D (Ba) = Y (ak+1— ak) = an— am.
k=m k=m

Beweis 1. Induktion Uber n. Im Anfang n = m haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Induktionsschritt:

n n—1
v
D (a1 —ak) = (@nt1—an)+ Y, (Aks1—An) = Ans1—An + An— Am = Ans1— Am. O
k=m k=m
) _on=1 n n—1
Beweis 2. Per Indexshift 6.15 gilt > ak+1= D ak=an—am+ 2, ak. Somit ist
k=m k=m+1 k=m

n=1 n—1 n—1 n—1 n—=1
Daksi—a) =Y. Gks1— Y, Gk =0Upn—Am+ Y. Gk— Y. Gk =An—am. O
k=m k=m k=m k=m k=m
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Satz 6.30. Zum Beweis einer Formel

n—1

Zakzsn

k=m
genugt es, s; = 0 und (As), = ap zu zeigen.

Beweis 1. Induktion tber n. Im Anfang n = m haben beide Seiten der Gleichung laut
der Pramisse den Wert null. Induktionsschritt:

n n—1
v
Z Ak =Qanp + Z Ak =Aapn+ Sn=(AS)h +Sh =Spn+1—Sn+Sn =Sp+1. O
k=m k=m

Beweis 2. Spezialisierung von Satz 6.29.0

Satz 6.31. Der Differenzoperator ist linear. Das heiRt, fir alle Folgen (ap), (bn) und
jede Konstante c gilt

A(a+ b) =Aa+ Ab, ((a+ b)n:=an+ bp)
A(ca) = cAa. ((ca)n :=cap)

Beweis. Man findet

(A(a+b))n=(a+ b)ps1—(a+ b)p =(aAn+1+ bns1) —(an + bn)
=0n+1—Aan + bpy1— bp = (Aa)n + (Ab)n = (Aa + Ab)j

und
(A(ca))n = (ca)n+1—(€ca)n = can+1— can = c(An+1 —an) = c(Aa)n = (cAa)y. O
Definition 6.5 (Shiftoperator). Man definiert

(Ta)n :=an+1.

Satz 6.32 (lterierter Differenzoperator).
FUr jede Folge (ap) und m € Z>¢ gilt

(Ama), = (1) (:)(—1)kan+k.
k=0

Beweis. Es gilt A =T —id. Weil T und id kommutieren, ist der binomische Lehrsatz
anwendbar. Es ergibt sich

AT =(T—id)" = (m)(—l)m—krk id™ K = (-1)" > (m)(—l)kT". O
k=0 k k=0 k

Satz 6.33. Sei f eine Polynomfunktion. Dann ist Apf eine Polynomfunktion mit nied-
rigerem Grad.

Beweis. Fir f(x) =" anx" gilt

Daf(x) =F(x+h)—f(x) = > an(x+h)" = > anx™ = D" an((x + h)" —x")

n=0 n=0 n=0
m n—1 n m n—1 n
= ap(x"+ xkh"=k—_x"=>"qa ( )xkh”_k.
Z n Z(k) ) Z Z k
n=0 k=0 n=0 k=0

In der Summe treten nur Monome bis x™~1 auf.o
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Satz 6.34. Sei f ein Polynom vom Grad N. Fir n,a€ Z und n > a qgilt

N (AK N —
Z S 0-ar=3 (" Y@

k=0
Beweis. Es gilt T = A+ id. FUr jede nichtnegative ganze Zahl m gilt
m . m
M= (A+id)" = ( )Ak

mit dem binomischen Lehrsatz, da A und id kommutieren. Das macht

m

fla+tm=> (':)(Akf)(a).

k=0
Man substituiere nun n=a+ m. Fir n > a gilt dann
n—a ,n_ N —
fm=> (” a)(Akf)(a) = (” a)(Akf)(a)-
i\ Kk i—o\ Kk

Der Indexbereich der Summierung durfte auf bis k = N gedndert werden, weil AXf =0
fr k > N laut Satz 6.33 gilt. Dass nun Summanden mit k > n— a auftreten kénnen, ist
nicht weiter schlimm, weil in diesem Fall (",%) =0 ist.o

Satz 6.35. Es sei (6f)(x) := xf’(x), zuweilen geschrieben als xD oder x%. Es sei f
an der Stelle x definiert und dort m-mal differenzierbar. Fir die m-te Iteration von 6
gilt dann die Formel

m
m
6mNea =3 {7 }xrc0),
k=0
wobei die {/} die Stirling-Zahlen zweiter Art bezeichnen.
Beweis. Induktion tiber m. Im Anfang m = 0 muss 6° per Definition der Iteration die

identische Abbildung sein. Dies bestatigt sich mit {3} = 1 und f(O(x) = f(x).
Zum Schritt. Fir m > 1 gilt die Rekurrenz

Uy =" )+ {koa

Mit dieser gelingt die Umformung

0™F(0) = 06m1f () ¥ x Z {M e 00

':;:{ }kxkf(k)(x) + ':Z_(:j {m; 1}Xk+1f(k+1)(x)
=/§{ }kxkf(k)(x)+§{7: 1} xR (x)
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Satz 6.36. Es sei f: R>g — R stetig und (Gglf)(x) = f:@ dt, wobei dieses Integral
zunachst im eigentlichen Sinne verstanden sein soll, also a > 0 sein soll. Fir die m-te
Iteration mit m € Z>; qgilt

(0

—m _ 1 S\
(ea (x) = m fa dt.

t
Beweis. Mit der Substitution t = e findet sich

X Inx
6-1f(x) = A fle!)du.

a t Ina

Bei der Iteration heben sich nun jeweils der Logarithmus der Grenze und das Expo-
nentieren des Arguments gegenseitig auf. Man gelangt daher hinsichtlich (Icf)(x) :=
f;(f(t)dt mit der cauchyschen Formel flr iterierte Integration zu

1 X
-"f(eX)=I" (u~ f(e“)N(x)= ——— x—u)"f(e¥)du.
q fe*)=I7 (u— f(e”))(x) (m—1)! Ina( )" f(e")
Durch Resubstitution e¥ =t findet sich somit

—m _ 1 X _ m—l—@
o, f(x) = —(m— N L (Inx—Int) : dt. O
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6.2 Endliche Summen

6.2.2 Klassische Partialsummen

Satz 6.37 (Partialsummen der konstanten Folge).

n
Es qilt Z l=n—m+1.

k=m

Beweis. Induktion Gber n. Im Anfang n = m— 1 haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Induktionsschritt:

n n—1
S1=1+ > El4n—-1-m+l=n-m+1l.0o
k=m

k=m
Satz 6.38 (Partialsummen der arithmetischen Folge).

n n
Es qgilt k==(n+1).

Beweis 1. Induktion Gber n. Im Anfang n = —1 haben beide Seiten der Gleichung den
Wert null. Induktionsschritt:

n -1 n—1 n n

vV
E k=n+ E k=n+ (n=1+1)==2+n-1)==(n+1).0O
k=0 k=0 2 2 2

Beweis 2. Klassischer Beweis. Man findet die Umformung

n

2i K =i k+i k(é)i k+i(n—k) @i(k+n—k) =i n2n> 1%nmn+0),
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

k=

o

wobei (1), (2), (3), (4) gemaR Satz 6.17, 6.12, 6.13, 6.37 gelten.O

Satz 6.39 (Partialsummen der geometrischen Folge).

n—1 Zn _ ym
Firm>0undzeC\ {1} gilt > zX=
= z—1

Beweis. Induktion Uber n. Im Anfang n = m— 1 haben beiden Seiten der Gleichung
den Wert null. Induktionsschritt:

n ZN_ zm (Z—l)Z”+Z”—Zm Zn+l _ om

n—1
v
sz=z”+sz=z”+ = = .0
= = z—1 z—1 z—1

Satz6.40.Firm>0und zeC\ {1} qilt

n-1 (nz"—mzM)(z—1)— (2" — zM)z
kK _
k;nkz = Z_1)? .

Beweis. Die Gleichung von Satz 6.39 fir m > 1 auf beiden Seiten nach z ableiten
und anschlieBend beide Seiten mit z multiplizieren. Den Fall m = 0 und in diesem den
Summand zu k = 0 explizit betrachten, sonst aber auf dieselbe Weise vorgehen. O
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6 Kombinatorik

Satz 6.41. Es qilt
n k n+1
S1-1) k=(—1)"[TJ.
k=1

Beweis. Induktion Gber n. Im Anfang n = 0 haben beiden Seiten den Wert null.
Induktionsschritt:

n n—1
YKL — (11 _kIL/_n _n—12__n_2
23 0kke= 1)+ Z DR 1)+ 1) 2 ]= o= |2).

Zu zeigen verbleibt die Gleichung
{nJ {n+1J {nJ {n+1J
n—|-1|= S n=|=-|+ .
2 2 2 2

Wir nehmen die Fallunterscheidung zwischen geraden und ungeraden Zahlen vor, um
Satz 6.44 und 6.45 nutzen zu kdnnen. Im geraden Fall n = 2k bestatigt sich

2k | |2k+1 1
_Jﬂ J:[k]+{k+—J=k+k=2k.
|2 2 2

Im ungeraden Fall n = 2k + 1 bestatigt sich

2k + 1J [2/<+1+ 1
+

1
J=lk+—J+[k+1J=l<+l<+1=2k+1.|:|
2 2 2

.....

Beweis. Induktion dber n. Im Anfang n=0 qilt {1,...,n} =3, womitJ =@ die einzige
Teilmenge ist. Auf beiden Seiten steht also das leere Produkt, dessen Wert eins ist.
Zum Schritt rechnet man

n+1 n
v
[Ja+a)=+an)][]Ja+ad)=A+an) > []a
i=1 i=1 JSA{1,....n} jeJ
= > Ila+ 2 I1 9= 2 1la
Jc{1,..., n} je/ Jc{1,..., n}je/u{n+1} Jc{1,..., n+1} je/

Die letzte Umformung ergibt sich daraus, dass laut Satz 6.11 gilt

Jc{1l,...,.n+1} & JeP({1,...,.n}))w{Au{n+1}|AC {1,...,n}}.O

.....

Beweis. Ergibt sich als Korollar aus Satz 6.42 mit [];;(ca) = VI, g fiir jede Kon-
stante ¢, wobei mit |J| die Anzahl der Elemente von J gemeint ist.O
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6.3 Funktionen

6.3 Funktionen
6.3.1 Floor und Ceil
| Definition 6.6 (Floorfunktion). Fir x € R definiert man

y=|x] = yeZA0<x—-y<l.

Definition 6.7 (Ceilfunktion). Fir x € R definiert man
y=[x] = yeZA0<Ly—x<1.

I Satz 6.44. Fir jede ganze Zahl k gilt |k + x] =k + | x].

Beweis. Aufgrund der Pramisse k € Z ist y € Z aquivalent zu y — k € Z. Unter dieser
Gegebenheit findet sich mit Def. 6.6 die aquivalente Umformung

y=lk+x] << yeZA0<(k+XxX)—y<l <<= y—keZA0<x—(y—k)<1
— y—k=|x] & y=k+|x].0O
| Satz 6.45. Fir 0 < x < 1 gilt [x] = 0.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Def. 6.6.0

Definition 6.8 (Maximum, Minimum).
Fir eine Menge M C R definiert man

y=maxM &< yeMAVkeM: k<y,
y=minM (< yeMAVkeM:y<k.

Satz 6.46. Es qgilt

[x]=max{keZ|k<x}=min{keZ|x <k+ 1},
[X]=min{keZ|x<k}=max{keZ|k—1 < x}.

Beweis. Mit beziiglich y = | x] entfalteten Def. 6.6, 6.8 lautet die Aussage
yeZAOLXx—y<l <<= yeZAy<xA(VkeZ:k<x=k<y).
FGr die Implikation von links nach rechts ist im Wesentlichen
keZ yeZ k<x,x<y+1lkk<y

zu zeigen. Man erhalt zunachst kK < y + 1 per Transitivgesetz. Wegen k,y € Z folgt
daraus k < y. Fur die Implikation von rechts nach links ist im Wesentlichen

yeZ (VkeZ: k<x=>k<y)kx<y+1

zu zeigen. Angenommen, es ware y + 1 < x. Die Allaussage wird mit k ==y + 1
spezialisiert. Per Modus ponens erhalt man den Widerspruch y + 1 < y. Ergo muss die
Annahme falsch sein, was aquivalent zu x < y + 1 ist. Die restlichen Beweise verlaufen
analog.O
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6 Kombinatorik

Satz 6.47. Fir x e Rund n € Z>1 qilt

HEES
nl L n |
Beweis. Sei a := x—|x]. Per Def. 6.6 gilt 0 < a < 1. Laut dem Lemma zur euklidischen

Division gilt auBerdem [x] = gn+r mit g = [%J und 0 < r £ n—1. Infolge gilt
0<a+r<n,also 0<% <1 und somit | £L] = 0 laut Satz 6.45. Es findet sich

£ 222 |2 2 19

wobei (1) laut Satz 6.44 qilt, und (2) wie soeben ausgefthrt.o

Satz6.48. FirxeRund m,ne Z mitn>1 qilt
{m+XJ [m+[xJJ
n 1 n '

Beweis. Laut Satz 6.44 ist m+ [ x| = | m+ x]. Die Aussage folgt nun als Korollar aus
Satz 6.47.0
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6.3 Funktionen

6.3.2 Faktorielle

Definition 6.9 (Fakultat).
FUr eine nichtnegative ganze Zahl n definiert man n! rekursiv durch

0!':=1, (n+L)!:=(n+1)n'.

Definition 6.10 (Fallende Faktorielle).
Flr k € Zso und n € Z (oder allgemeiner n € C) definiert man nk rekursiv durch

[=]

n:=1, nktl.=n(n-1)k.

Definition 6.11 (Steigende Faktorielle). B
FUr k € Z>o und n € Z (oder allgemeiner n € C) definiert man nk rekursiv durch

n®:=1, nk*1:=n(n+ 1)K
Satz 6.49. Firn,k € Z>o und k < n gilt
n!
nk=—"_,
(n—Kk)!

Beweis. Induktion Uber k. Im Anfang k = 0 resultieren beide Seiten der Gleichung im
gleichen Wert 1. Der Induktionsschritt ist
(n—1)! n(n—1)! n!

nk=nn—-1y1%p = = . O
(=D —(k=1))! (=K _ (n—1)!

Satz 6.50. Fiir ganze Zahlen n,k mit n>1 und k> 1—n gilt

_(n+k—1)!
~ (n—=1)!

k
Beweis. Induktion Uber k. Im Anfang k = 0 resultieren beide Seiten der Gleichung im

gleichen Wert 1. Der Induktionsschritt ist

nE—n(n+1)myn(n+1+k_l_1)! _n(n+k—1)!

(n+1-1)! n!
_n(n+k—1)!_(n+k—1)!
" n(n=-1)  (n—1)!

| Satz 6.51. Fiir jedes n € Zsq gilt n! < n".

Beweis. Induktion (iber n. Im Induktionsanfang n = 0 hat man 0! =1 und 0% = 1. Zum
Induktionsschritt unternimmt man zunachst die aquivalente Umformung

M+1)'<(n+1)"! < (h+1)n'<(n+1)(n+1)" < n'<(n+1)".

Diese Ungleichung bestatigt die Rechnung

n

n n=1rn v
(n+1)" = Z(k)nk=n”+ Z(k)nan”Zn!. O
k=0

k=0

135



6 Kombinatorik

6.3.3 Binomialkoeffizient

Definition 6.12 (Binomialkoeffizient).
Fir k € Z>o und n € Z (oder allgemeiner n € C) definiert man

Wi

Satz 6.52. Fiur ne Z mit k < n qilt

n _ n!
(k) ~ ki(n—k)!

Beweis. Folgt direkt aus Def. 6.12 und Satz 6.49.0

Satz 6.53. Fir k> 1 und n € Z (oder allgemeiner n € C) gilt
()=5(s)
k) k\k—1)
Beweis. Es findet sich die Umformung
(n) nk  n(n—1)k=1 n(n— 1)
= = — . O
k k! k(k—1)! k\k—1
Satz 6.54. Flir k> 1 und n € Z (oder allgemeiner n € C) gilt
()=(e=a)+ (%)
= + .
k k—1 k

Beweis. Es findet sich die Umformung

(n— 1) (n— 1) (n—1L -1k k(-1 (n—1)kLn—k)
+ = + = +

k—1 k (k—1)! k! k! k!
— 1)k _1)k=l gk
2&(k+n_k)=u=”_=(”)_u
k! k! k' \k
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7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Definition 7.1 (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum).
Sei Q eine héchstens abzahlbare Menge. Das Paar (Q, P) nennt man diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum, wenn

P:2° (0,11, P(A):= > P({w})

weA

die Eigenschaft P(Q) = 1 besitzt.

Bemerkung: Man schreibt auch P(w) := P({w}).

Definition 7.2 (Reelle ZufallsgroRe).
Sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion X: Q — R nennt man
ZufallsgréRe. Die Verteilung von X ist definiert gemaR Px(A) := P(X~1(A)).

Definition 7.3 (Bedingte Wahrscheinlichkeit).
Seien A, B C Q und sei P(B) # 0. Dann nennt man

P(ANB)

P(A|B) := )

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A, gegeben B.

Lemma 7.1. Seien A, B disjunkt. Seien die A; disjunkt. Dann gilt

lavs=1a+ 13,

{JA} =2 1{A}.

iel iel
Beweis. Es gilt

Las(@) =[weAUB]=[weAvweB]R[weAoweB]
=[weAl+[weB] =1x(w) + 1g(w).

Die allgemeine Rechnung ist

H{JAdw) =lwe| JAl =[3iel: we Al E D Tweal =D 1{A} ().

iel iel iel iel

Gleichung (P) gilt hierbei laut Pramisse. o
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7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

Satz 7.2 (Additivitat des WahrscheinlichkeitsmaRes).
Seien die A; paarweise disjunkte Mengen. Dann gilt

P(JA) =D P(AD.

iel iel
FUr zwei disjunkte Menge A, B gilt speziell
P(AuB) =P(A)+ P(B).
Beweis 1. Weil AnNB =@ qilt, ist[ € AUB] =[w € A] + [w € B]. Deshalb gilt

PAUB)= > P{w})= > [weAUBIP({w})

WEAUB we
= > ([weAl+[weB)P({w}) = D [weAIP{wh) + > [weBIP({w})
we we we
= Z PHw})+ Z P({w}) =P(A) + B(B).
weA weB

Nun allgemein. Weil die A; disjunkt sind, gilt [w € | J;;Ail = Xl w € A;]. Deshalb gilt

P(JA) =D lweJAlPH{w}) = D> D lweAlP({w})

i€l wen i€l weq iel
=> D IweAlPHw) => > P({w})=> P(A).O
iel weQ iel weA; iel

Beweis 2. Laut Satz 7.12, Lemma 7.1 und Satz 7.8 gilt
P(AUB) =E(laug) =E(1a+ 1g) = E(1a) + E(18) = P(A) + P(B).
Die allgemeine Rechnung ist

P(JA) =EQ{JAN =EQ 1{A}) = D E(1{A}) = > _P(A).

i€l iel iel iel iel

Satz 7.3. Sei (Q, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum in Form von Def. 7.1. Der
Raum ist in Form des Tripels (Q, 29, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, denn das MaR P
erfullt die drei kolmogorowschen Axiome.

Beweis. Die ersten beiden Axiome, (VA: P(A) = 0) und P(Q) = 1, gelten per Definition.
Das dritte Axiom, die Additivitat, gilt laut Satz 7.2. Dass es sich bei 22 um eine
sigma-Algebra handelt, ist kaum einer ausdricklichen Erwahnung wert.O

Satz 7.4 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei Z eine Zerlegung der
Ergebnismenge Q in paarweise disjunkte nichtleere Mengen B € Z. Dann gilt

P(A)= > P(A| B)P(B).

Bez
Beweis. Es qilt

P(A)=PAnQ)=P(An | /B)=P(| J(ANB))

Bez Bez
=D, P(AnB)= > P(A|B)P(B). O
Bez BezZ
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Satz 7.5 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir ZufallsgroBen).
Seien X,Y: Q — Q’ ZufallsgroBen. Dann gilt

P(YeA)y= > P(YeA|X=x)P(X=x),
XEX(Q)

speziell

P(Y=y)= > P(Y=y|X=x)P(X=Xx).
XEX(Q)

Beweis. Sei Z = X(Q). Zunachst gilt
Q=x1@)=x"(JxN=Jx'x
xeZ xeZ
gemald Satz 1.119, und gemaR Satz 1.122 ist das eine Vereinigung nichtleerer paarwei-
se disjunkter Mengen. Laut dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt daher

P(Y € A)=P(Y~1(A)) = P(Y~1(A)nQ) = > P(Y~1(A) | XL 0))P(X~1(x))

xeZ

= > P(Y€A|X=x)P(X =x).O

xeZ

Definition 7.4 (Erwartungswert).
Sei (wk) eine beliebige Abzahlung von Q. Ist die Reihe ZLQ:'O X(wi)P({wk}) absolut
konvergent, dann nennt man

E(X):= > X(w)P({w})
we

den Erwartungswert von X.

Satz 7.6. Firg: R — R qilt

E(goX)= >, gOIPXI0)) = >, gOIP(X=X).

xeX(Q) X€X(Q)
Beweis. Zunachst gilt

> P =P |J {w})=P({we|X(w)=x})=PX1(x)).
we wen
X(w)=x X(w)=x

Da die Reihe zu E(g o X) nach Def. 7.4 absolut konvergent ist, darf sie beliebig umge-
ordnet werden und man bekommt

E(goX)= > gX(@)P(w)= >, >, g)P@)= > gx) > Pw)
we xeX(Q)XEuwe)(ix XeX(Q) Xa}e)(zlx

= > g)PX1(x). O

xeX(Q)
Satz 7.7. Es qilt

EX)= > xP(X=Xx).

xXeX(Q)
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7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

| |
Beweis. Spezialisierung von Satz 7.6 mit g :=id.O

Satz 7.8. Der Erwartungswertoperator ist ein lineares Funktional, das heif3t, es gilt
E(aX)=aE(X) und E(X+ Y)=E(X)+ E(Y).

Beweis. Aufgrund der Konvergenz der Reihen gilt

E(aX)= > aX(w)P(w) =a > X(w)P(w) = aE(X)

wen we

und

E(X+Y)= D (X(w) + Y(@)P(w) = > (X(w)P(w) + Y(w)P(w))

wen wen

= > X(W)P(w) + D Y(w)P(w) = E(X) + E(Y). O

weQ weQ
| Satz 7.9. Ist X <Y, dann ist auch E(X) < E(Y).
Beweis. Gemal P(w) = 0 ist

X<Y &= X(Ww)<Y(Ww) < 0<Y(w)—X(w) < 0=<(Y(w)—X(w)P(w).
Somit hat man

X<Y = 0<E(Y—X)= D (Y(w)— X(w))P(w),

weQ

und gemal Linearitat daher
X<Y = 0<E(Y—-X)=E(Y)—E(X) < E(X)<E(Y).O

Definition 7.5 (Unabhangige Ereignisse).
Zwei Ereignisse A, B heiRen unabhangig, falls P(An B) = P(A)P(B).

Definition 7.6 (Unabhangige ZufallsgroBen).
Zwei ZufallsgréBBen X,Y: Q — R heiBen unabhangig, wenn die Ereignisse {X € A}
und {X € B} fir alle Mengen A, B € R unabhangig sind.

Satz 7.10. Zwei ZufallsgroRen X, Y: Q — R sind genau dann unabhangig, wenn far
alle x € X(Q) und y € Y(Q) gilt:

P(X=X,Y=y)=PX=x)P(Y =y).
Beweis. Sind X, Y unabhangig, dann ist

PX=x,Y=y)=P{Xe{x}}n{ye{y}})=PHXe {x}}NP({Ye{y}})
= P(X =x)P(Y =y).
Umgekehrt gelte nun P(X =X, Y =y) = P(X =x)P(Y = y), dann ist

P({XeArn{yeB})=P(| J{X=x}n|J{Y=y}

X€EA yeB

=P(|J JUx=xtn{y=y)=> > PEX=x}n{y=y})

X€AyeB X€EAyeB
=D > PX=x)P(Y=y)= > P(X=X) Y. P(Y =y)
xeAyeB X€A yeB
=P(|J{X=x1P(|J{Y =y} =P(X € A)P(Y €B). O
X€EA yeB
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Definition 7.7 (Bedingter Erwartungswert).

E(1aX)
E(X|A) = ") - P %X(w)P({w})-
Satz 7.11. Es qilt
1
E(X|A) = %;xP({sz} nA)=;xP(X=x | A),

wobei sich die Summe Uber alle x € X(Q) erstreckt.

Beweis. Man kann rechnen

E(1aX) = > La(@X(@PH{w =D > La(@)X(w)P({w})

wen X wex—1(x)
=>'x > La@PH{wN=>x >  P({w})
X weX~l(x) X wex~l(x)nA

= > xP(X“1(x)nA),

wobei X~1(x) = {X=x}.0O
I Satz 7.12. Es gilt P(A) = E(14), wobei 1, die Indikatorfunktion ist.

Beweis. Gemal Definition des Erwartungswertes ist

E(14) = ). La(@)P{w}) = D P({w}) =P(A). O

wen weA

I Satz 7.13. Es gilt P(A| B) = E(14 | B), wobei 14 die Indikatorfunktion ist.

Beweis. Gemal Definition 7.7 und Satz 7.12 ist
E(1alg) E(lans) P(ANB)

FQalB) =y = pE) ~ PGB

= P(A|B).O

I Satz 7.14. Der Erwartungswert ist der Schwerpunkt der Wahrscheinlichkeitsmassen.

Beweis. Der Schwerpunkt s ist charakterisiert durch die folgende Gleichgewichtsbe-
dingung, die wie folgt aquivalent umgeformt werden darf:

D= 0PX=x)=0 s > PX=x)— Y. xP(X=x)=0

XeEX(Q) XeX(Q) XEX(Q)

=1

= s= Z XP(X=x) < s=E(X).O
XeEX(Q)
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Satz7.15.Fir X: Q—-Rund g: R — R gilt
P(g(X)=y)=P((goX)=y) =D P(X=Xx)= D P(X=X).
xeg~1(y) x:g(x)=y
Beweis. Es findet sich
P(g(X) =y) =P((g o X) " ({y}) = P(X(g ({y})) = Px(g~*({y}))
= Px(Useg-10y9y XD = 20 Px({X1) = D P(X =x). O

xeg~({y}) xeg~t({y}H)

Satz 7.16. Fir X,Y: Q - R und g: R? — R gilt
POX.Y)=a)= D> PX=x,Y=y)= > P({X=x}n{Y =y}lg(x,y) =al.
(x.y):9(x.y)=a (x,¥)EX(Q)xY(Q)
Beweis. Es findet sich
P(9(X,Y)=a)=P{w e Q| g(X(w),Y(w))=a})
=PH{weQl3(x.y):gx,y)=arX(w)=xAY(w)=y})
=P{weQ|Ixy)e{(x, ) gx,y)=a}: X(w)=x AY(w)=y})
=P(|J{weQ|X(w)=xAY(@) =y} =P(|J X1C)nY(y))

(x.y):9(x.y)=a (x.y):g(x.y)=a
= > PXI)NYHy) = DI P(X=x,Y=y).O
(x.¥):9(x,y)=a (x.¥):9(x.y)=a

Satz 7.17. Fur unabhangige ZufallsgréfSen X, Y gilt

PX+Y=a)=) P(X=x)P(Y=a—Xx),
XeX(Q)

PX—Y=a)=) P(X=x)P(Y=x—aq).
XeX(Q)

Beweis. Es findet sich

Px+Y=a)2 S Px=x,y=y)2 3 P(X =x)P(Y = y)

x,y):x+y=a (x,¥):x+y=a
= > PX=x)P(Y =y)[x+y=a] =D P(X=x)P(Y =a—x).
(x.y) X

Hierbei gilt (1) laut Satz 7.16 und (2) laut Satz 7.10.0O

Satz 7.18. Fir X,Y: Q- R und g: R? — R gilt
E(g(X,Y)) = . g(x,Y)PX =x,Y =),
x.y)
wobei die Summe die (x, y) € X(Q) x Y(Q) durchlauft.
Beweis. Mit der Abkirzung Axy := {w € Q| X(w) =x A Y(w) =y} findet sich
E(9(X,V)) = D gX, (WPHw}) = D, g(X(@), Y(w)P({w})

wen wen
=> > g yPHw) = Y. gt y) D PHw) = D) g, Y)PX =X,Y = ).
(x.y) weAxy (x.y) WEAXy (x.y)

Diese Rechnung ist anlog zu der im Beweis von Satz 7.6.0O
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7.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Satz 7.19 (Siebformel).
n
Es gilt P(|JA) = > (—1)U+1p((A).

=1 Jc{1,..n} i€
Beweis. Laut Satz 6.43 qilt

[[low@ =]]a-1aN=" >, DV ]1a(w),

n

i=1 i=1 JS{1,....,n} jel
also
Loy, a =1y an@= > D1 s (w).
JE{1,....n}
Ergo gilt

1-P(JA) =P@\ [ JA) = > PHwD 1y 4
i=1 i=1

wen

=> DT PN 1A, 4(w@) = D (1P AD.
Je{1

Jc{1,...,n} weQ Jyc{1,.., n} j€l

Im Fall ) = @ gilt (;g;Aj = Q, dessen Wahrscheinlichkeit eins ist. Man subtrahiert nun
eins auf beiden Seiten, und multipliziert daraufhin beide Seiten mit —1.0
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7 Wahrscheinlichkeitsrechnung

7.2 Allgemeine Wahrscheinlichkeitsraume

I Satz 7.20. Der Erwartungswert ist der Schwerpunkt der Dichtefunktion.

Beweis. Der Schwerpunkt s ist charakterisiert durch die folgende Gleichgewichtsbe-
dingung, die wie folgt aquivalent umgeformt werden darf:

f(s—x)f(x)dx= 0 = sff(x)dx—J xf(x)dx=0
R R R
=1
= s=f xXf(x)dx =E(X). O
R

Satz 7.21. Sei g: R — R eine streng monotone Funktion. Seien X, Y ZufallsgréRen
mit Dichten fx, fy. Ist Y = g(X), dann gilt

fx(@ ()
19’9~ NI
Beweis. Sei g streng monoton steigend. Dann kann man rechnen

Fy(y) =P(Y <y) =P(g(X) < y) = P(X < g~*(¥)) = Fx(g~* ().
GemaR der Kettenregel findet man

frly) =

fx(@™t(y))
g’(g7 ()
Sei g nun streng monoton fallend. Dann kann man rechnen
Fr(Y) =P(g(X) <) =P(X2 g~ (y)) =1—-P(X <g ' (¥)) =1—Fx(g~ (V).
Entsprechend findet man
x(@71()
9’(g7 ()
Nun ist g’ in beiden Fallen frei von Nullstellen. Demnach ist sgn(g’(x)) konstant fir
alle x und wir haben allgemein

fx(x) _ fx(x)
g’'(x) 19’

d -1 d —1
fy(y)=d—FY(y)=fx(g WN—9 W)=
y dy

fry)=-—

fr(y) =sgn(g9’(x))

mit x =g~ 1(y). O

Satz 7.22 (»LOTUS: Law of the unconscious statistican«).
Ist g: R — R streng monoton, dann muss gelten

(o e]

E(9(X)) = J g(x)fx(x) dx.

Beweis. Sei Y = g(X). Mit Satz 7.21 und Substitution y = g(x) kann man rechnen
[e9) -1
E(9(X))=E(Y)= f yfr(y)dy = f yw
—o o 19'(g7*(¥))
J9‘1(°°> fx(x)

(o]

9(x) 9’ (x)dx

g~ 1(—) |9’ (x)|
sgn(g’)oo oo

=sgn(g’) g(x)fx(x)dx = f g(x)fx(x)dx. o

—sgn(g’)e —
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7.3 Stochastische Prozesse

7.3 Stochastische Prozesse

7.3.1 Markow-Prozesse mit endlichem Zustandsraum

Definition 7.8 (Markow-Prozess). Sei X(t) ein stochastischer Prozess mit t > 0
und X(t) € S, wobei S ein endlicher Zustandsraum ist. Der Prozess heilst Markow-
Prozess, wenn die Markow-Eigenschaft

PX(s+ )= {X(s)=}n [ {X(W)=xu})=PX(s+t)=]|X(s)=10)

0<u<s

erfullt ist. Das heifSt, fur die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass X in der Zukunft den
Zustand j einnimmt, spielt nur der aktuelle Zustand i eine Rolle, nicht aber Zustande
der Vergangenheit.

Bemerkung. Eine gelaufige Notation ist P(A | B,C) :=P(A| Bn (). Es qilt
P(A|BNC)=Pp(A|C)=Pc(A|B),

wobei Pg(M) := P(M | B) und Pc(M) := P(M | C).

Definition 7.9 (Homogener Markow-Prozess). Ein Markow-Prozess X(t) heiSt ho-
mogen, wenn die Gleichung

pi(t) :=P(X(s+t)=j| X(s) =) =P(X(t) =/ X(0)=10)
fur jedes s erfullt ist. Man nennt P = (Pj) die Ubergangsmatrix.

Satz 7.23 (Kolmogorow-Chapman-Gleichung).
Fir die Ubergangsmatrix eines homogenen Markow-Prozesses gilt

P(s + t) = P(s)P(t).

Beweis. Wir schreiben kurz P;(X(t) =) := P(X(t) =/ | X(0) = i). Gemals dem Gesetz
der totalen Wahrscheinlichkeit 7.5 gilt

pi(s+t) =PiX(s+t)=))= Z Pi(X(s) = K)Pi(X(s + t) =j | X(s) = k).
keS

Aufgrund der Markow-Eigenschaft und der Homogenitat gilt nun

Pi(X(s+t) =] X(s) =k) =P(X(s+ t) =j| X(s) = k,X(0) =)
=P(X(s +t) =] | X(s) = k) = P(X(t) =j | X(0) = k) = Pe(X(t) =) = px;(D).

Man erhalt die Matrizenmultiplikation

pi(s+t) = > pi(s)pki(t), kurz P(s+t) = P(s)P(t). O
keS

Definition __7.10 (Intensitatsmatrix).
Ist P(t) die Ubergangsmatrix eines homogenen Markow-Prozesses, nennt man

, _ P(hy—E
Q:=P'(0)= lim ——

die Intensitatsmatrix, wobei mit E die Einheitsmatrix gemeint ist.

Bemerkung. Weil P(t) fir t > 0 definiert ist, stimmt der gewdéhnliche Grenzwert fur
h — 0 mit dem rechtsseitigen Grenzwert flr h \, O Uberein.
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7 Wahrscheinlichkeitsrechnung
I Satz 7.24. Der Grenzwert in Def. 7.10 existiert.

Satz 7.25. Fir die Ubergangsmatrix gilt
P(h) = E+ hQ + o(h), bzw. pj(h) = é; + hqgi + o(h).

Beweis. Weil P laut Satz 7.24 an der Stelle 0 differenzierbar ist, besteht die Linearisie-
rung

P(h) = P(0) + hP’(0) + o(h) =E+ hQ+ o(h). O

Satz 7.26 (Kolmogorowsche Vorwartsgleichung).
Die Ubergangsmatrix erfillt das Anfangswertproblem

P'(t)=P()Q, P(0)=E
Beweis. Laut der Chapman-Kolmogorow-Gleichung ist
P(t) = P(0 + t) = P(0)P(t).

Ergo muss P(0) = E sein. Laut der Chapman-Kolmogorow-Gleichung, Def. 7.10 und Satz
7.24 qgilt zudem
P(t+ h)— P(t) P(t)P(h)— P(t) P(h)—E

/ N A A | — . _
P'(t) = ,I7|_r]g) p fl;g(m) . P(t) L[rg) — P(£)Q. O

Satz 7.27. Die kolmogorowsche Vorwartsgleichung besitzt die eindeutige Lésung
P(t) = etQ, wobei mit e” = exp(A) das Matrixexponential gemeint ist.

Beweis. Analog zur gewohnlichen Exponentialfunktion gilt

d d &= (to)k ®© d thk 00 tk—lok
G ato _ _
T T ha )T aE

k=1

Daher ist ef? eine Lésung der Differentialgleichung und wegen exp(0) = E des An-
fangswertproblems. Angenommen, es gibt eine weitere Losung P, dann kann man
P(t) = R(t)et?Q schreiben mit R(t) := P(t)e~—tQ. Da P die Differentialgleichung erfiillen
soll, muss gelten

0=P/(t)—P(t)Q = R’'(t)el? + R(t)ePQ — R(t)e!?Q = R’(t)el?.

Multipliziert man beide Seiten der Gleichung mit e~tQ, ergibt sich R’(t) = 0. Damit ist R
konstant mit R(t) = R(0) = E laut Anfangsbedingung. Es gibt also keine weitere Losung
auBer P(t) =et?.0

I Satz 7.28. Fur die Intensitatsmatrix gilt Zjes qij = 0.

Beweis. Weil p;(t) eine Wahrscheinlichkeitsfunktion in j ist, muss Zjes pii(t) = 1 gelten.
Demzufolge ist

0=G1l=2p()=>q;.0

jes jes
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7.4 Mathematische Statistik

Satz 7.29 (Mastergleichung).
Die Ubergangsmatrix erfullt die Mastergleichung

pii(6) = D (Pu()aik — Py(t)qji)-
k#j

Beweis. Da die Zeilensummen laut Satz 7.28 verschwinden, gilt gjj = — >, «; gjk. Damit
erhalt man die Umformung

Pfj(f) = Zpik(t)ij = Zpik(t)Cij + pij(t)qgji = Zpik(t)ij — Zpij(t)ij
k k#j k#j k#j

= 2 (Pi(t)ak; — pi(t)gj). O
k#j

Bemerkung. Man kann die Mastergleichung alternativ in der Form
pi(t) = écwjkpk(t) — Wp;(t))
|

schreiben, wobei p;(t) := p(t) und w;; := gj; ist. Zudem kann man wk := 0 fur jedes
k setzen, weil die Hauptdiagonale nicht in die Gleichung eingeht und redundante
Information enthalt.

7.4 Mathematische Statistik

7.4.1 Schatzfunktionen

Definition 7.11 (Arithmetischer Mittelwert).
Das arithmetische Mittel von unabhangigen und identisch verteilten ZufallsgrofSen
Xk: Q — R ist definiert als

X := %ZZ=1X/<.
Satz 7.30. Sei Xx = w + & eine Streuung um einen festen wahren Wert w. Die
Streuung sei unverzerrt, das heilst, es gelte E(ex) = 0 fur alle k. Dann ist das

arithmetische Mittel der X ein erwartungstreuer Schatzer von w, das heift, es gilt
E(X) = w.

Beweis. Aufgrund von E(Xx) = E(w + &¢) = w+ E(ex) = w qilt

— 12 1 1 1
EO=E(> Y X )= Y EX) == > w=—mw=w.0
Nz =] =] n
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8 Zahlentheorie

8.1 Kongruenzen und Teilbarkeit

Definition 8.1 (Teiler). Fir a, m € Z ist die Relation »m teilt a« definiert als

m|a << 3IkeZ:a=km.
Definition 8.2 (Kongruenz). Fir a, b, m € Z ist die Relation »a ist kongruent zu b
modulo m« definiert als

a=b (modm) <= m|(a—>b).

I Satz 8.1. Es gilt m | a genau dann, wenn a=0 (mod m).

Beweis. Spezialisierung von Def, 8.2 mit b:= 0.0

Definition 8.3 (Teilermenge). Die Teilermenge einer ganzen Zahl a ist definiert
durch

meT(a) ;< m]a.
Bemerkung. Wir setzen T>1(a) :=T(a)NnZ>1 und T>o(a) :=T(a) N Zxop.
Satz 8.2. Es qilt
alb < T(a)<c T(b).

Beweis. Zur Implikation von rechts nach links. Die Aussage T(a) € T(b) ist laut ihrer
Definition aquivalent zu Vm: m| a = m| b. Die Anwendung dieser Pramsse auf den
Ansatz a | a liefert sofort a | b.

Zur Implikation von links nach rechts. Expandiert man die Aussage durch Einsetzen
der Definitionen, ist

(Fk:b=ka) = (Vm: (Ax:a=xm) = (Ay: b=ym)).

zu zeigen. Wir haben einen Zeugen k fur b = ka gegeben. Gemal Pramisse liegt ein
Zeuge x fUr a = xm vor, wonach ka = kxm gilt, also b = kxm. Ergo ist y := kx ein
Zeuge fur3y: b=ym.O

I Satz 8.3. Die Teilerrelation ist transitiv, das heilSt, a| b und b | c impliziert a | c.
Beweis. Unter Nutzung von Satz 8.2 nimmt die Aussage die Gestalt
T(@CETMB)AT(b)ET(c) = T(a) < T(c)

an. Diese Aussage ist nun aber offenkundig, da die Relation »ist Teilmenge von« eine
transitive ist.O
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8 Zahlentheorie

| Satz 8.4. Gilt m | a und b € Z, so gilt auch m | (ab).

Beweis. Die Pramisse liefert einen Zeugen x mit a = xm, womit ab = bxm qilt. Ergo
existiert mit y := bx ein Zeuge fUr dy: ab=ym.O

Satz 8.5. Die Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation. Das heiRt, es gilt

a=a (modm), (Reflexivitat)
a=b = b=a (modm), (Symmetrie)
a=bAab=c = a=c (modm). (Transitivitat)

Beweis. Zur Reflexivitat. Es gilt die aquivalente Umformung
a=a (modm) < m|(a—a) < m|0 < (Ak: 0=km).

Die letzte Aussage ist durch k = 0 erfullt.

Zur Symmetrie. Die Pramisse liefert einen Zeugen x mita— b =xm, womitb—a =
—xm gilt. Ergo ist y :=—x ein Zeuge flir die Existenzaussage Ay: b—a=ym.

Zur Reflexivitat. Die Pramissen liefern Zeugen x mita—b =xmund y mitb—c=ym.
Infolge gilt

a—c=(@=-b)+(b—c)=xm+ym=(x+y)m.
Ergoist z:=x+y ein Zeuge fUir 3z: a—c=zm.oO
Satz 8.6. Fur ganze Zahlen a, b, c gilt
a=b (modm) < a+c=b+c (modm),
a=b (modm) < a—c=b—c (mod m).
Beweis. Unter Nutzung der Definition findet sich die aquivalente Umformung
a+c=b+c (modm) < m|((a+c)—(b+c)) < m|(a—Db)
<~ a=b (modm).
Der Beweis der zweiten Aussage verlauft analog.O

Satz 8.7. Fur ganze Zahlen a, b, ¢ gilt
a=b (modm) = ac=bc (mod m).

Beweis. Die Pramisse liefert einen Zeugen x mit a— b = xm, womit ac— bc = cxm
gilt. Ergo existiert mit y := cx ein Zeuge fir 3y: ac—bc=ym.nO

Satz 8.8. Gilt a=a’ (mod m) und b = b’ (mod m), so gilt auch
a+b=a +b’ (modm),
a—b=a —b’ (modm),
ab=a’b’ (mod m).

Beweis. Laut Pramisse liegen Zeugen x mit a = a’+ xm und y mit b = b’ + ym vor.
Infolge gilt

a+b=a"+xm+b’+ym=a +b’+ (x+y)m.

Ergo existiert mit z := x + y ein Zeuge flir 3z: (a+ b) = (a’ + b’) + zm. Der Beweis der
zweiten Regel verlauft analog. Bei der Multiplikation gilt

ab=(a’+xm)(b’+ym)=a’b’ +a’ym+b’xm+xym? =a’b’ + (a’y + b’x+xym)m.

Ergo existiert mit z:=a’y + b’x + xym ein Zeuge fir 3z: ab=a’b’ + zm.O

150



8.2 Primzahlen

I Satz 8.9. Gilt a=a’ (mod m) und n € Zsg, so gilt auch a” = (a’)” (mod m).

Beweis. Induktion tiber n mit Induktionsanfang bei n = 0. Mit a® = 1 und (a’)? = 1 wird
die Behauptung in diesem Fall zu 1 =1, die aufgrund der Reflexivitat gilt. Induktions-
schritt. Wendet man Satz 8.8 auf die Pramisse a = a’ und die Induktionsvoraussetzung
a" = (a’)" an, findet sich aa” = a’(a’)", also a"*! = (a’)"*1.0

Satz 8.10. Gilt ax = af( (mod m) fur alle k, so gilt auch
tak=Y_sa, (mod m).

Beweis. Induktion Uber n. Fir n = 0 wird die Behauptung zu 0 = 0, die aufgrund der
Reflexivitat gilt. Induktionsschritt. Wendet man Satz 8.8 auf die Pramisse a, = a;, und

die Induktionsvoraussetzung Zz;é ax = Z;é a; an, folgt

n—1 n—1 n—1 n—1
Zak=an+ZakEa;’+Za’k=Za’k.D
k=0 k=0 k=0 k=0

Satz 8.11. Sei p € Z[ X], also ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Gilt x = x’
(mod m), so gilt auch p(x) = p(x’) (mod m).

Beweis. Laut Satz 8.9 gilt x¥ = (x’)k fiir jedes k > 0. Im weiteren Fortgang gilt
akxk = ar(x’)¥ wegen Satz 8.6. Mit Satz 8.10 erhalt man schlieRlich

n

pO) = D ak = Y arx ) = p(x). o

k=0 k=0

I Satz 8.12. Fiir jede ganze Zahln gilt 2 |n < 2|nZ.

Beweis. Die Implikation von links nach rechts gilt gemaB Satz 8.4 mit a := n und
b :=n. Zur Implikation von rechts nach links. Wir zeigen die Kontraposition

=(2|n) = =(2|n?).
Laut Pramisse ist n ungerade, also von der Form n = 2k + 1 mit k € Z. Nun qilt
n?=R2k+1)?> =4k? + 4k +1=2(2k* + 2k) + 1,

wonach n? ebenfalls ungerade sein muss. O

8.2 Primzahlen

Definition 8.4 (Teilerfunktion).
FUr eine positive ganze Zahl n definiert man

ok(n) := de,

dln

wobei mit d | n die positiven Teiler d € T>1(n) gemeint sind.
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8 Zahlentheorie

Definition 8.5 (Primzahl).
Eine positive ganze Zahl n wird Primzahl genannt, wenn sie zwei unterschiedliche
positive Teiler besitzt, womit gg(n) = 2 gemeint ist.

Satz 8.13. Eine Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn n > 2 ist und ihre einzigen
beiden positiven Teiler 1 und n selbst sind.

Beweis. Jede ganze Zahl besitzt 1 und sich selbst als Teiler. Somit muss gg(n) = 2 fur
n > 2 aquivalent zu T>1(n) = {1,n} sein.O

I Satz 8.14 (Satz des Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Klassischer Beweis. Sei M = {p1,...,pn} eine endliche Menge von Primzahlen. Es
wird gezeigt, dass eine weitere Primzahl p ¢ M existiert. Man bilde dazu das Produkt
m = ]_[Z=1pk. Nun ist m + 1 entweder prim oder nicht. Falls m + 1 prim ist, ist mit
p =m+ 1 eine weitere Primzahl gefunden. Sei also m+ 1 nicht prim, womit mindestens
ein Primfaktor p enthalten ist. Angenommen, es ware p = pk fur eines der k. Dann
galte px | m+ 1. Es gilt gemal Konstruktion von m aber auch px | m. Ergo ware pg
ebenso ein Teiler der Differenz (m+ 1) — m = 1. Das ist absurd, weil keine Primzahl ein
Teiler der Zahl 1 ist.O

152



Index

Abbildung, 46
abgeschlossene Menge, 81
Ableitung, 71

partielle, 74
abzahlbares Auswahlaxiom, 55
adjungierte Matrix, 91
algebraische Zahlen

Kardinalitat, 56
arithmetische Folge, 131
Assoziativgesetz

Mengen, boolesche Algebra, 37
Aussagenlogik, 15
Auswahlaxiom

abzahlbares, 55

Banach

Fixpunktsatz von, 75
bedingte Wahrscheinlichkeit, 137
bedingter Erwartungswert, 141
beschrankte Folge, 61
Bildmenge, 46
Binomialkoeffizient, 136

cauchysche Schranke, 76
Ceilfunktion, 133

Deduktionstheorem, 9
Differenzenfolge, 127
differenzierbar, 71
Differenzmenge, 36
diskrete Topologie, 82
Distributivgesetz
boolesche Algebra, 16
Urbildoperation, 47
Dreiecksungleichung, 88
umgekehrte, 88

Epsilon-Umgebung, 61
Ersetzungsregel, 13
Erwartungswert, 139
bedingter, 141
Euklid, Satz des, 152
Ex falso quodlibet, 8

Faktorielle
fallende, 135
steigende, 135

Fakultat, 135

fallende Faktorielle, 135
Fixpunkt-lteration, 75
Fixpunktgleichung, 65
Fixpunktsatz von Banach, 75
Floorfunktion, 133
folgenstetig, 65

geometrische Folge, 131
Gesetz der totalen Wahrsch., 138
Gitterweg, 122
Gleichheit
von Abbildungen, 46
von Mengen, 36
gleichmachtig, 55
Grenzwert, 61
Grenzwertsatze, 63

Halbordnung, 45
Homoomorphismus, 82
homogener Markow-Prozess, 145

Indikatorfunktion, 55
Injektion, 46
Intensitatsmatrix, 145
inverse Matrix, 91

kartesisches Produkt, 36
Kettenschluss, 10

Kolmogorow-Chapman-Gleichung, 145

Kommutativgesetz
boolesche Algebra, 15
Mengen, boolesche Algebra, 36
Komposition, 46
Kongruenz, 149
konjugierte Matrix, 91
Kontraktion, 75
Kontraposition, 10
konvergente Folge, 61

lagrangesche Schranke, 76
Linksinverse, 50
Lipschitz-stetig, 66

Markow-Prozess, 145
Mastergleichung, 147
Mengenlehre, 36

metrischer Raum, 86



Index

Modus ponens, 15
Modus tollendo ponens, 10
Modus tollens, 10

Newton-Verfahren, 75
normierter Raum, 88

offene Epsilon-Umgebung, 61
offener Kern, 81

partielle Ableitung, 74
Pradikatenlogik, 22
Primzahl, 152
Produktregel, 71

Quotientenmenge, 43

Rand, 81

Rechtsinverse, 52
Reductio ad absurdum, 10
Relation, 42
Richtungsableitung, 73

Satz des Euklid, 152
Satz vom ausgeschlossenen Dritten, 8
Schatzfunktion, 147
Schnittmenge, 36
Schranke
cauchysche, 76
lagrangesche, 76
steigende Faktorielle, 135
stetig, 66, 82
folgenstetig, 65
Lipschitz-stetig, 66
stochastischer Prozess, 145
Surjektion, 46

Teiler, 149
Teilerfunktion, 151
Teilermenge, 149
Teilmenge, 36
Teilraumtopologie, 82
topologischer Raum, 81
transponierte Matrix, 91

Umgebungsfilter, 81

umgekehrte Dreiecksungleichung, 88
unabhangige Ereignisse, 140
unabhangige Zufallsgroen, 140
unitare Matrix, 93

Urbildmenge, 46

Vereinigungsmenge, 36
Verkettung, 46

Zufallsgrofie, 137

154



	Grundlagen
	Logisches Schließen
	Natürliches Schließen
	Gesetzmäßigkeiten

	Aussagenlogik
	Prädikatenlogik
	Modallogik
	Modallogische Axiome
	System K
	System T

	Metatheorie der Logik
	Klassische Aussagenlogik
	Modallogik
	Intuitionistische Logik

	Mengenlehre
	Definitionen
	Rechenregeln

	Relationen
	Allgemeine Gesetzmäßigkeiten
	Äquivalenzrelationen
	Ordnungsrelationen

	Abbildungen
	Definitionen
	Grundlagen
	Kardinalzahlen


	Analysis
	Folgen
	Konvergenz
	Wachstum und Landau-Symbole

	Stetige Funktionen
	Differentialrechnung
	Ableitungsregeln
	Glatte Funktionen
	Richtungsableitung

	Fixpunkt-Iterationen
	Ungleichungen
	Monotonie
	Spezielle Funktionen
	Gammafunktion

	Maßtheorie
	Grundlagen


	Topologie
	Grundbegriffe
	Definitionen
	Stetige Abbildungen
	Elementares
	Zusammenhang

	Metrische Räume
	Metrische Räume
	Normierte Räume
	Homöomorphien

	Übungen

	Lineare Algebra
	Matrizen
	Definitionen
	Rechenregeln
	Rechenregeln für komplexe Matrizen

	Eigenwerte
	Quadratische Matrizen

	Lineare Abbildungen
	Bilinearformen
	Euklidische Geometrie

	Algebra
	Gruppentheorie
	Grundlagen

	Ringtheorie
	Grundlagen
	Ringhomomorphismen

	Polynomringe
	Einsetzungshomomorphismus

	Körper
	Geordnete Körper

	Formale Potenzreihen
	Zahlenbereiche
	Die natürlichen Zahlen
	Die ganzen Zahlen
	Die rationalen Zahlen


	Kombinatorik
	Endliche Mengen
	Indikatorfunktion
	Endliche Abbildungen

	Endliche Summen
	Allgemeine Regeln
	Klassische Partialsummen

	Funktionen
	Floor und Ceil
	Faktorielle
	Binomialkoeffizient


	Wahrscheinlichkeitsrechnung
	Diskrete Wahrscheinlichkeitsräume
	Allgemeine Wahrscheinlichkeitsräume
	Stochastische Prozesse
	Markow-Prozesse mit endlichem Zustandsraum

	Mathematische Statistik
	Schätzfunktionen


	Zahlentheorie
	Kongruenzen und Teilbarkeit
	Primzahlen


