Fourier-Analysis
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1 Vorbereitungen

1.1 Periodische Funktionen

Definition 1. Eine Funktion f: R — R heifit periodisch, wenn es eine Zahl P # 0 gibt, so
dass

Vx eR: f(x+P)= f(x) (1.1)
gilt. Eine solche Zahl P wird Periode oder Periodenlinge genannt.

Koroallar 1. Wenn eine Funktion die Periode P besitzt, so hat sie auch die Perioden kP fiir jede
ganze Zahlk # 0.

Beweis. Fiir k = 2 ist

f+2P) = fFx+P+P) 2 fx+P) 'Y fx). (1.2)
Fur k = —1 ist auf3erdem
faxc-P) Y fx—P+P) = fx). (1.3)

Und jetzt noch einmal allgemein. Fiir n > 0 ergibt sich der Induktionsschritt

e+ (m+DP) = fx+nP+P) "2 fx +nP). (1.4)
Fir n > 0 ergibt sich aulerdem der Induktionsschritt

flx—(n+1P) = f(x—nP—P)'"2 f(x —nP—P+P) = f(x - nP). (1.5)
Per Induktion ergibt sich nun die Gleichung f(x + kP) = f(x). O

Koroallar 2. Ist eine P-periodische Funktion f: R — R auf jedem kompakten Intervall inte-
grierbar, so gilt

AP f(x)dx = ‘/aﬁp f(x)dx. (1.6)



Beweis. Verwende die Substitutionsregel:

x=g(a) u=a
/ ) dx = / Flgw)g’(w) du 17)
x u=0

=9(0)

mit x = g(u) =u + P.
Das Integral wird aufgetrennt:

/:pr(x)dx = /apf(x)dx+/Pa+Pf(x)dx.
—

/Oaf(u +P)du Y /O Fw) du

Nun wird es wieder zusammengefiihrt:

(1.8)

a P P
/0 flx)dx + '/a flx)dx = ./0 f(x)dx. O (1.9)
Oft setzt man P := 27 und a := —7.

1.2 Signale

Eine Funktion f: R — R léasst sich auch als ein Signal interpretieren. Darunter versteht man
einfach, dass der Definitionsbereich von f die Zeit ist. Man schreibt nun t := x, wobei t
fiir time steht. AuBerdem schreibt man T := P und spricht von Periodendauer anstelle von
Periodenlange. Die Abkiirzung

_27r
T

w: (1.10)
ist praktisch, da dieser Ausdruck o6fters auftauchen wird. Die Grofie v wird Kreisfrequenz
genannt. Die einfache Frequenz f := 1/T wird zugunsten der Kreisfrequenz keine Verwen-
dung finden. Das ist kein Problem, da zwischen beiden der einfache Zusammenhang w = 2z f
besteht.

1.3 Harmonische Schwingungen

Der Begrift der Schwingung ist sehr allgemein. Darunter versteht man ein Signal, welches
sich zeitlich auf eine gewisse Art und Weise wiederholt. Es ist schwierig, eine genaue De-
finition anzugeben. Wir wollen uns nun zunachst auf die harmonischen Schwingungen be-
schrianken, der einfachsten Art von Schwingung.

Definition 2. Eine harmonische Schwingung ist ein Signal von der Form

f(t) = Asin(p(t))+B, f:R—->R (1.11)

o(t) := ot + ¢g (1.12)

Hierbei nennt man A die Amplitude, B den Gleichwert, p(t) die Phase und ¢ die Anfangspha-
se. Die Phase ist von der Grofienart her ein Winkel, weshalb man auch vom Phasenwinkel
spricht.



Beim Parameter « muss es sich um die Kreisfrequenz handeln, denn die Sinusfunktion
sin(x) besitzt die Periode P = 27. Nun gilt aber x = wt und somit P = wT. Dann ist wT = 2
und daher @ = 27/T, in Ubereinstimmung mit (1.10). Man kann bei dieser Betrachtung
0.B.d. A ¢g = 0 setzen, denn die Verschiebung der Sinusfunktion um ¢g adndert nicht ihre
Periodendauer.

Eine harmonische Schwingung erfiillt die Differentialgleichung

y’ = w’B -y, (1.13)

wie man durch Finsetzen leicht feststellen kann.
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