Programmverifikation




Die Sprache IMP




Grundlegende Aspekte der Semantik von Programmiersprachen klaren wir anhand von
IMP, einer minimalistischen imperativen Programmiersprache, die uns als Studienobjekt
dienen wird.




Beispiel fur ein Programm in IMP:
y :=1; k :=n;
while not k = 0 do

y 1= y*x;
k :=k -1

end




Beispiel fur ein Programm in IMP:
y :=1; k :=n;
while not k = 0 do
y = y*X;
k :==k -1
end

Es berechnet zu ganzen Zahlen x, n mit n > 0 die Potenz y = x". Klar ersichtlich.




Beispiel fur ein Programm in IMP:

y :=1; k :=n;
while not k = 0 do
Yy 1= YX;
k :==k -1
end
Es berechnet zu ganzen Zahlen x, n mit n > 0 die Potenz y = x". Klar ersichtlich.
Das schnelle Exponentiation genannte Programm

y :=1; a := x; k :=n;

while 2 <= k do
q := k/2; r = k - 2xq;
if r = 1 then y := yxa else skip end;
k :=q; a := axa

end;

if k = 1 then y := y*xa else skip end
berechnet die Potenz ebenfalls. Immer noch klar ersichtlich?

Wir wirden dies gern beweisen.



Zunachst wird eine formale Definition der Sprache IMP unternommen.
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Es sei Int die Menge der ganzen Zahlen im Dezimalsystem. Wahrend also Z die Menge
der ganzen Zahlen bezeichnet, besteht Int aus konkreten syntaktischen Darstellungen
der Zahlen aus Z.




Zunachst wird eine formale Definition der Sprache IMP unternommen.

Es sei Int die Menge der ganzen Zahlen im Dezimalsystem. Wahrend also Z die Menge
der ganzen Zahlen bezeichnet, besteht Int aus konkreten syntaktischen Darstellungen
der Zahlen aus Z.

Entsprechend sei Bool := {false, true}, wobei die Symbole false und true
syntaktische Darstellungen der Wahrheitswerte seien.




Ein arithmetischer Ausdruck a, kurz Term, sei durch die folgenden Produktionsregeln
festgelegt.

m Eine ganze Zahl aus Int ist ein Term.

m Eine Variable aus Loc ist ein Term.

m Sind a,a’ Terme, so sind auch a+a’, a—a’, a x a’, a/a’ Terme.
m Nichts anderes ist ein Term.

Wir fassen die Terme hierbei als abstrakte Syntaxbdume auf. Auf die genaue Grammatik und die Konstruktion eines
Parsers will ich an dieser Stelle nicht naher eingehen, damit der Fokus auf die eigentliche Problemstellung nicht
verloren geht. Die Operationen sollen auf die gewdhnliche Art geschrieben werden, die Operatoren dabei die
gewohnliche Rangfolge besitzen.




Ein boolescher Ausdruck b, kurz Ausdruck, sei durch die folgenden
Produktionsregeln festgelegt.

Die Symbole false und true sind Ausdricke.

Sind a, a’ Terme, so sind a=a’ und a <= a’ Ausdriicke.

Ist b ein Ausdruck, so ist auch not b ein Ausdruck.

Sind b, b’ Ausdriicke, so sind auch b and b und b or b Ausdriicke.
Nichts anderes ist ein Ausdruck.




Ein Kommando ¢, auch Programm genannt, sei durch die folgenden
Produktionsregeln festgelegt.

Das Symbol skip ist ein Kommando.
Ist X eine Variable aus Loc und a ein Term, so ist X := a ein Kommando.

Sind ¢, ¢/ Kommandos, so ist auch ¢; ¢’ ein Kommando.

Ist b ein Ausdruck und sind ¢, ¢/ Kommandos, so ist auch
if b then c else ¢’ end ein Kommando.

Ist b ein Ausdruck und ¢ ein Kommando, so ist auch
while b do ¢ end ein Kommando.

Nichts anderes ist ein Kommando.




Denotationelle Semantik




Wir bezeichnen
B mit Aexp die Menge der arithmetischen Ausdricke,
m mit Bexp die Menge der booleschen Ausdriicke
m mit Com die Menge der Kommandos.




Wir bezeichnen

B mit Aexp die Menge der arithmetischen Ausdricke,

m mit Bexp die Menge der booleschen Ausdriicke

m mit Com die Menge der Kommandos.
Will man nun einen arithmetischen Ausdruck auswerten, denkt man sich dafir eine
Funktion A: Aexp — Int. Es ist

A[1+2]=3

usw. Nun kann ein arithmetischer Ausdruck aber auch Variablen enthalten, womit bspw.
auch der Wert A[x + 1] beziglich x € Loc bestimmt sein muss.




Die Auswertungsfunktion A wird daher parametrisiert durch den aktuellen Zustand s.
Wir haben also A: Aexp — (S — Int) bzw. A: Aexpx S — Z.




Die Auswertungsfunktion A wird daher parametrisiert durch den aktuellen Zustand s.
Wir haben also A: Aexp — (S — Int) bzw. A: Aexpx S — Z.

Einen Zustand s modellieren wir schlicht als die Belegung der verfiigbaren Variablen,
also als eine Funktion s € S mit S := Abb(Loc, Int).




Die Auswertungsfunktion A wird daher parametrisiert durch den aktuellen Zustand s.
Wir haben also A: Aexp — (S — Int) bzw. A: Aexpx S — Z.

Einen Zustand s modellieren wir schlicht als die Belegung der verfiigbaren Variablen,
also als eine Funktion s € S mit S := Abb(Loc, Int).

Zum Beispiel

1, wenn X=x,
s(X):=1{2, wennX=y,
0

sonst.




Wir legen A: Aexp — (S — Int) rekursiv fest gemaR
ALnT(s) :=n,
ALXT(s) :=s(X),
All(a+ a")I(s) := ALal(s) + ALa’1(s),
All(a—a")I(s) := ALal(s)—ALa’1(s),
All(a * a)1(s) :=Alal(s) - ALa’1(s).
All(a/a")1(s) := Al al(s)/ALa’1(s).

bezliglich n € Int, X € Loc und a, a’ € Aexp. Die Operationen auf der rechten Seite
werden hierbei auf die Ubliche Art und Weise berechnet. Wir verwenden euklidische
Ganzzahldivision und setzen n/0 := 0 fir jedes n € Int.




Wir legen B: Bexp — (S — Bool) rekursiv fest gemaR
B[ false](s) := false,
B[ true]l(s) := true,
Blla=a’l(s) := (Al al(s) = Ala’l(s)),
Bla<=a'l(s) := (ALal(s) < ALa’1(s)).
Bl (not b)] := —B[IbI(s),
B (b and b”)] := B[ bI(s) A BLb'1(s),
Bl (borb’)] :=BIbI(s) v BIb'1(s),

beziglich a,a’ € Aexp und b, b’ € Bexp. Der Wahrheitswert der Relationen bzw.
Verknupfungen auf der rechten Seite wird hierbei auf die Ubliche Art und Weise
berechnet.




Wir legen C: Com — (S — S) rekursiv fest gemafd

ClIskipIl(s) :=s,

CIX:=al(s):=s[X:=A[al(s)],

Cllc; c'T(s) := CIc"I(CI cTI(s)) = (CLc"T = CLcD)(s),
CI[cI(s), wenn B[bl(s) = true,
CIc’1(s) sonst.

©b,c(CLcI(s)), wenn B[bI(s) = true,
s sonst

CI[if b then c else ¢’ end](s) := {

Cl[while b do c end]|(s) := {

mit @p,c(s) := C[while b do c end](s).




Wir legen C: Com — (S — S) rekursiv fest gemafd

ClIskipIl(s) :=s,

CIX:=al(s):=s[X:=A[al(s)],

Cllc; c'T(s) := CIc"I(CI cTI(s)) = (CLc"T = CLcD)(s),
CI[cI(s), wenn B[bl(s) = true,
CIc’1(s) sonst.

©b,c(CLcI(s)), wenn B[bI(s) = true,
s sonst

CI[if b then c else ¢’ end](s) := {
C[[while b do c end](s) := {
mit @p,c(s) := C[while b do c end](s).

Bei C[[ c]] handelt es sich um eine partielle Funktion, da die rekursive Auswertung der
while-Schleife unter Umstanden nicht terminiert - zum Beispiel bei

while true do skip end.



Die Zusicherungssprache




Zusicherungen sind Aussagen, die man in einem bestimmten Zustand als erflllt sehen
will. Zum Beispiel ist nach der Ausfihrung des Kommandos y := xx*x die Zusicherung
y = 0 erfiillt.




Zusicherungen sind Aussagen, die man in einem bestimmten Zustand als erflllt sehen
will. Zum Beispiel ist nach der Ausfihrung des Kommandos y := xx*x die Zusicherung
y = 0 erfiillt.

Zusicherungen sind logische Formeln, die der Sprache der einsortigen Logik erster Stufe
entstammen sollen. Die logische Sprache wird passend zur Programmiersprache IMP
definiert, dergestalt dass das Diskursuniversum Int sei und die Variablen aus Loc in den
Termen auftauchen dirfen. Benoétigte Funktionssymbole der Signatur Int” — Int und
Relationssymbole der Signatur Int” — Bool zu n € N»o kann man je nach Bedarf in ihrer
Ublichen Bedeutung hinzufligen; die Operatoren von IMP sollen dabei aber mindestens
verfugbar sein.




Zusicherungen sind Aussagen, die man in einem bestimmten Zustand als erflllt sehen
will. Zum Beispiel ist nach der Ausfihrung des Kommandos y := xx*x die Zusicherung
y = 0 erfiillt.

Zusicherungen sind logische Formeln, die der Sprache der einsortigen Logik erster Stufe
entstammen sollen. Die logische Sprache wird passend zur Programmiersprache IMP
definiert, dergestalt dass das Diskursuniversum Int sei und die Variablen aus Loc in den
Termen auftauchen dirfen. Benoétigte Funktionssymbole der Signatur Int” — Int und
Relationssymbole der Signatur Int” — Bool zu n € N»o kann man je nach Bedarf in ihrer
Ublichen Bedeutung hinzufligen; die Operatoren von IMP sollen dabei aber mindestens
verfugbar sein.

Wir missen nun allerdings zwischen Variablen x, y, z und Variablen x,y, z € Loc
unterscheiden. Die kursiven tauchen als freie und gebundene Variablen in den Formeln
auf. Die aufrechten verhalten sich dagegen wie Konstantensymbole, Uiber sie kann nicht
quantifiziert werden.




Die Notation I, s |= A stehe flir die Aussage, dass die Interpretation I = (M, ) und der
Zustand s die Formel A erfullen. Hierbei ist M eine Struktur, die die Bedeutung der
Funktions- und Relationssymbole festlegt, und B eine Belegung der kursiven Variablen.
Der Zustand s belegt die aufrechten Variablen. pie Definition der Erfiillung geschieht analog zur
gewodhnlichen Logik erster Stufe, weshalb ich sie hier nicht ndher ausfiihren will.




Die Notation I, s |= A stehe flir die Aussage, dass die Interpretation I = (M, ) und der
Zustand s die Formel A erfullen. Hierbei ist M eine Struktur, die die Bedeutung der
Funktions- und Relationssymbole festlegt, und B eine Belegung der kursiven Variablen.
Der Zustand s belegt die aufrechten Variablen. pie Definition der Erfiillung geschieht analog zur
gewodhnlichen Logik erster Stufe, weshalb ich sie hier nicht ndher ausfiihren will.

Wir betrachten nur das Modell Mg, das die Symbole mit ihrer Ublichen Bedeutung
versieht. Daher sei Zp := {(M, B) | M = Mo}, das heildt, Zp sei die Menge der
Interpretationen, deren Struktur My ist.




Die Notation I, s |= A stehe flir die Aussage, dass die Interpretation I = (M, ) und der
Zustand s die Formel A erfullen. Hierbei ist M eine Struktur, die die Bedeutung der
Funktions- und Relationssymbole festlegt, und B eine Belegung der kursiven Variablen.
Der Zustand s belegt die aufrechten Variablen. pie Definition der Erfiillung geschieht analog zur
gewodhnlichen Logik erster Stufe, weshalb ich sie hier nicht ndher ausfiihren will.

Wir betrachten nur das Modell Mg, das die Symbole mit ihrer Ublichen Bedeutung
versieht. Daher sei Zp := {(M, B) | M = Mo}, das heildt, Zp sei die Menge der
Interpretationen, deren Struktur My ist.

Wir schreiben spater s |= A als Abkurzung fur I, s |= A, sofern sich dadurch keine
Zweideutigkeiten ergeben.




Der Hoare-Kalkiil




An ein Kommando ¢ kénnen wir Zusicherungen machen. Wir notieren {A}c{B} fur die
Aussage, dass die Aussage B unter allen Umstanden nach der Ausfihrung von c erfullt
ist, sofern die Aussage A zuvor erfullt war. Man nennt A diesbezliglich eine
Vorbedingung und B eine Nachbedingung von c.




An ein Kommando ¢ kénnen wir Zusicherungen machen. Wir notieren {A}c{B} fur die
Aussage, dass die Aussage B unter allen Umstanden nach der Ausfihrung von c erfullt
ist, sofern die Aussage A zuvor erfullt war. Man nennt A diesbezliglich eine
Vorbedingung und B eine Nachbedingung von c.

Beispiel fur ein allgemeingultiges Tripel:

{true}
y 1= XkX
{y=0}




Die Allgemeingultigkeit des Tripels {A}c{B} wird dahingehend definiert als

(= {A}c{B}) := VI€eIp:VseS: (I,s=A)=> Vs €S: C[cl(s)=s"=(I,s’ |=B).




Die Allgemeingultigkeit des Tripels {A}c{B} wird dahingehend definiert als

(= {A}c{B}) := VI€eIp:VseS: (I,s=A)=> Vs €S: C[cl(s)=s"=(I,s’ |=B).

In Bezug auf IMP ist der Wert s/, sofern C[ c](s) existiert, eindeutig bestimmt. Denken wir uns nun den ungiiltigen
Zustand L, der sich ergeben soll, wenn c eine nicht terminierende Schleife ist, bekommt man eine totale Funktion
Clcl:Su{l} - Su{Ll}, wobei C[c](L):= L gesetzt wird. Diesbeziiglich verkirzt sich die Allgemeinglltigkeit zu

(E{A}c{B}) & VIeZIp:VseS:(I,s=A)= (I, C[cl(s) = B).

Hierbei verlangt man, dass I, L |= A fir jede Formel A gilt.




Bemerkung. Wir kdnnen die Zusicherungssprache erweitern um eine modale
Operation OB je Kommando c, Ublicherweise [c]B geschrieben.
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(I,sk=[c]B) ;& Vs’ €S:Rc(s,s)=>(,s" =B)

mit der Zuganglichkeitsrelation R¢(s,s’) :< CI[c](s)=+s’.
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mit der Zuganglichkeitsrelation R¢(s,s’) :< CI[c](s)=+s’.

Diesbezuglich sind {A}c{B} und A = [c]B semantisch aquivalent.




Bemerkung. Wir kdnnen die Zusicherungssprache erweitern um eine modale
Operation OB je Kommando c, Ublicherweise [c]B geschrieben. Deren Semantik sei

(I,sk=[c]B) :& Vs’ e€S:Rc(s,s")=>(1,s'=B)
mit der Zuganglichkeitsrelation R¢(s,s’) (< C[cll(s) =s’.

Diesbezuglich sind {A}c{B} und A = [c]B semantisch aquivalent.

Die so erweiterte Logik nennt man die dynamische Logik von IMP. Die denotationelle
Semantik nimmt hierbei die Rolle einer Kripke-Semantik ein, wobei die Zustande die
Kripke-Welten sind.




Ein Tripel {A}c{B} fordert allerdings nicht, dass c terminiert; lediglich dass B gilt, falls ¢
terminiert. Man nennt ein solches Programm partiell korrekt in Bezug auf A, B.




Ein Tripel {A}c{B} fordert allerdings nicht, dass c terminiert; lediglich dass B gilt, falls ¢
terminiert. Man nennt ein solches Programm partiell korrekt in Bezug auf A, B.

Terminiert das Programm zusatzlich, nennen wir es total korrekt in Bezug auf A, B und
notieren dies [A]c[B].




Ein Tripel {A}c{B} fordert allerdings nicht, dass c terminiert; lediglich dass B gilt, falls ¢
terminiert. Man nennt ein solches Programm partiell korrekt in Bezug auf A, B.

Terminiert das Programm zusatzlich, nennen wir es total korrekt in Bezug auf A, B und
notieren dies [A]c[B].

Da die Semantik von IMP eine deterministische ist, ist der Zustand s’ = C[[ c](s), sofern
dieser existiert, eindeutig bestimmt; es gibt also keine weiteren Zustande, an die wir B
fordern missten. Daher ergibt sich

(E[Alc[B]) & VI€Iy:VseS: (I,s=A)=>3s"€S: C[cl(s)=s’" A(,s’ |=B).




Ein Tripel {A}c{B} fordert allerdings nicht, dass c terminiert; lediglich dass B gilt, falls ¢
terminiert. Man nennt ein solches Programm partiell korrekt in Bezug auf A, B.

Terminiert das Programm zusatzlich, nennen wir es total korrekt in Bezug auf A, B und
notieren dies [A]c[B].

Da die Semantik von IMP eine deterministische ist, ist der Zustand s’ = C[[ c](s), sofern
dieser existiert, eindeutig bestimmt; es gibt also keine weiteren Zustande, an die wir B
fordern missten. Daher ergibt sich

(E[Alc[B]) & VI€Iy:VseS: (I,s=A)=>3s"€S: C[cl(s)=s’" A(,s’ |=B).
In Bezug auf die Modaloperation ¢B bzw. (c)B mit der Semantik

(sk={c)B) &= 3s’ €S: R(s,5") A (s' =B).
sind nun [A]c[B] und A = (c)B semantisch aquivalent.

AuBerdem bestehen die Aquivalenzen (c)B < —[c]=B und [c]B & —(c)-B.



Die Formalismen stehen im engen Bezug zum dijkstraschen wp-Kalkul. Dijkstra notiert
wp(c, B) fur die schwachste Vorbedingung, engl. weakest precondition, unter der das
Programm c in einem Zustand terminiert, in dem B erfullt ist. Fir jede Vorbedingung A

gilt daher A = wp(c, B).
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wp(c, B) fur die schwachste Vorbedingung, engl. weakest precondition, unter der das
Programm c in einem Zustand terminiert, in dem B erfullt ist. Fir jede Vorbedingung A

gilt daher A = wp(c, B).

Analog steht wip(c, B) fiir die schwachste liberale Vorbedingung, die lediglich B fordert,
falls das Programm terminiert. Demnach sind [c]B und wip(c, B) bedeutungsgleich.
Entsprechend dricken {A}c{B} und A = wlp(c, B) dasselbe aus.




Die Formalismen stehen im engen Bezug zum dijkstraschen wp-Kalkul. Dijkstra notiert
wp(c, B) fur die schwachste Vorbedingung, engl. weakest precondition, unter der das
Programm c in einem Zustand terminiert, in dem B erfullt ist. Fir jede Vorbedingung A
gilt daher A = wp(c, B).

Analog steht wip(c, B) fiir die schwachste liberale Vorbedingung, die lediglich B fordert,
falls das Programm terminiert. Demnach sind [c]B und wip(c, B) bedeutungsgleich.
Entsprechend dricken {A}c{B} und A = wlp(c, B) dasselbe aus.

Aufgrund der deterministischen Natur von IMP sind des Weiteren {c)B und wp(c, B)
bedeutungsgleich. Entsprechend driicken [A]lc[B] und A = wp(c, B) dasselbe aus.




Wir diskutieren nun die Schlussregeln des Kalkdls.




Wir diskutieren nun die Schlussregeln des Kalkdls.

Regel zur Zuweisung

F{A[X :=a]}X = a{A}

Eine Schlussregel ohne Pramissen. Mit A[X := a] ist hierbei die Formel gemeint, die aus
A hervorgeht, indem jedes Vorkommen von X in A durch den Term a ersetzt wird.




Wir diskutieren nun die Schlussregeln des Kalkdls.

Regel zur Zuweisung

F{A[X :=a]}X = a{A}

Eine Schlussregel ohne Pramissen. Mit A[X := a] ist hierbei die Formel gemeint, die aus
A hervorgeht, indem jedes Vorkommen von X in A durch den Term a ersetzt wird.

Zum Beispiel erkennt man das Tripel

{x=>0}
X i =x+1
{x=>1}

unschwer als allgemeingultig. Dieses fallt unter die Fittiche der Regel, indem X :=x,
a:=x+1undA:=(x=1) gesetzt wird. Damit ergibt sich A[X:=a] zu x+ 1> 1, was
logisch aquivalent zu x > 0 ist.



Ob die Rechnung stimmt, prift man so: Man betrachtet die Nachbedingung, wendet auf
diese die mit der Zuweisung Ubereinstimmende Substitution an, und dies muss dann in
der Vorbedingung resultieren.




Ob die Rechnung stimmt, prift man so: Man betrachtet die Nachbedingung, wendet auf
diese die mit der Zuweisung Ubereinstimmende Substitution an, und dies muss dann in
der Vorbedingung resultieren.

Beweis der Giiltigkeit der Regel. Wir wollen

= {A[X:=a]}X:=a{A}

zeigen.




Ob die Rechnung stimmt, prift man so: Man betrachtet die Nachbedingung, wendet auf
diese die mit der Zuweisung Ubereinstimmende Substitution an, und dies muss dann in
der Vorbedingung resultieren.

Beweis der Giiltigkeit der Regel. Wir wollen

= {A[X:=a]}X:=a{A}

zeigen. Sei dazu s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A[ X := a]. Des Weiteren gelte
CI[X :=al(s) =s’. Zu zeigen ist s’ |= A.




Ob die Rechnung stimmt, prift man so: Man betrachtet die Nachbedingung, wendet auf
diese die mit der Zuweisung Ubereinstimmende Substitution an, und dies muss dann in
der Vorbedingung resultieren.

Beweis der Giiltigkeit der Regel. Wir wollen
= {A[X :=a]}X:=a{A}

zeigen. Sei dazu s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A[ X := a]. Des Weiteren gelte
CI[X:=al(s)=s’. Zu zeigenist s’ = A

Gemal der denotationellen Semantik gilt C[ X := all(s) = s[X := a], womit wir
s’ = s[ X := a] haben. SchlieRlich folgt die Behauptung vermittels der Aquivalenz

(sFA[X:=a]) & (s[X:=alEA),

die man unschwer als richtig erkennt oder pedantisch per struktureller Induktion tGber
den Aufbau von A beweisen kann.O




Regel zum leeren Kommando

F {A}skip{A}




Regel zum leeren Kommando

F {A}skip{A}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Wir wollen |= {A}skip{B} zeigen. Dazu sei s fest, aber
beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[skipl(s) = s’. Zu zeigen ist s’ |= A.




Regel zum leeren Kommando

F {A}skip{A}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Wir wollen |= {A}skip{B} zeigen. Dazu sei s fest, aber
beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[skipl(s) = s’. Zu zeigen ist s’ |= A.

GemaR der denotationellen Semantik gilt C[ skipI(s) = s, womit wir s’ = s und somit
bereits die Behauptung haben.o




Regel zur Sequenz von Kommandos

F{A}c{B}  F{B}c’{C}

F{A}c; c’{C}




Regel zur Sequenz von Kommandos

F{A}c{B} F{B}c’{C}
F{A}c; c’{C}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Wir wollen |= {A}c; c’{C} zeigen. Dazu sei s fest, aber
beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[[¢; c’1(s) = s”. Zu zeigen ist s” |= C.

Die letzten beiden C’s stehen fur Unterschiedliches; aber eine Verwechslung ist ausgeschlossen, denke ich.




Regel zur Sequenz von Kommandos

F{A}c{B} F{B}c’{C}
F{A}c; c’{C}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Wir wollen |= {A}c; c’{C} zeigen. Dazu sei s fest, aber
beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[[¢; c’1(s) = s”. Zu zeigen ist s” |= C.
Die letzten beiden C’s stehen fur Unterschiedliches; aber eine Verwechslung ist ausgeschlossen, denke ich.

Gemal der denotationellen Semantik existiert s’ = C[ cI(s) mit
Clc;c’TI(s)=CIc’(s")=5s".

Aus s |= A und = {A}c{B} folgt nun zunachst s’ |= B. Mit |= {B}c’{C} folgt daraufhin
s”|=Causs’|=B.O0



Regel zur Verzweigung

F{AADb}c{C} F{AA=b}c’'{C}

I {A}if b then c else ¢’ end{C}




Regel zur Verzweigung

F{AADb}c{C} F{A A =b}c’{C}
I {A}if b then c else ¢’ end{C}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Sei s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte

C[if b then c else ¢’ end](s) =5".

Zu zeigen ist s’ |=C.




Regel zur Verzweigung

F{AADb}c{C} F{A A =b}c’{C}
I {A}if b then c else ¢’ end{C}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Sei s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte
C[if b then c else ¢’ end](s) =5".

Zu zeigen ist s’ |= C. Fallunterscheidung. Im Fall B[ b1 (s) = true gilt s |= b, also
S|=A A b. AuBerdem ergibt sich in diesem Fall die Vereinfachung

C[if b then c else ¢’ end]|(s) = C[c1(s).

Vermittels |= {A A b}c{C} erhalten wir somit s’ |= C. Die Argumentation im Fall
B b1(s) = false verlauft analog.o



Regel zur Schleife

F{AADb}c{A}
I {A}while b do c end{A A —=b}




Regel zur Schleife

F{AADb}c{A}
I {A}while b do c end{A A —=b}

Sofern A also sowohl vor der Schleife gilt, als auch vor und hinter dem Schleifenrumpf,
muss A auch hinter der Schleife gelten. Man nennt A hierbei eine Schleifeninvariante.

Die Auffindung einer zielfUhrenden Invariante stellt eine wesentliche Schwierigkeit bei
der Programmverifikation dar.




Beweis ihrer Giiltigkeit. Sei s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte

Cl[while b do c end](s) =s".

Zu zeigen ist s” |= A A —b.




Beweis ihrer Giiltigkeit. Sei s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte

Cl[while b do c end](s) =s".

Zu zeigen ist s” |= A A =b. Induktion Uber die Anzahl der Durchlaufe. Im Anfang findet
kein Durchlauf statt. Das geht aber nur, wenn B[ b]l(s) = false, also s |= =b. Da dem
Zustand s nach der Semantik der Schleife in diesem Fall keine Anderung widerfahrt, gilt
s=s". Demnach gilt s” =A und s”” |= —=b, also s” |=A A —b.




Beweis ihrer Giiltigkeit. Sei s fest, aber beliebig. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte
Cl[while b do c end](s) =s".

Zu zeigen ist s” |= A A =b. Induktion Uber die Anzahl der Durchlaufe. Im Anfang findet
kein Durchlauf statt. Das geht aber nur, wenn B[ b]l(s) = false, also s |= =b. Da dem
Zustand s nach der Semantik der Schleife in diesem Fall keine Anderung widerfahrt, gilt
s=s". Demnach gilt s” =A und s”” |= —=b, also s” |=A A —b.

Zum Induktionsschritt. Da die Schleife durchlaufen wird, existiert s” mit C[c](s) =s’.
Die restlichen null der mehr Schleifendurchlaufe fihren dann zum Zustand s”, das
heiBt, gp,c(s”) =s”. Die Induktionsvoraussetzung ist, dass s’ |= A A =b aus s’ |= A folgt.
Es verbleibt also s’ = A zu zeigen. Weil der erste Durchlauf stattfindet, muss des
Weiteren B[ b](s) = true, also s |= b gelten, womit wir s = A A b haben. Vermittels

= {A A b}c{A}, was ja Kraft der Pramisse der Regel zur Verfligung steht, erhalt man
schlieBlich s’ |=A.O




Regel zur Verstarkung der Vorbedingung

FA'=>A  F{A}c{B}
F{A’}c{B}




Regel zur Verstarkung der Vorbedingung

FA'=>A  F{A}c{B}

F{A’}c{B}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Es gelte s |= A’. Des Weiteren gelte C[cI(s) =s’. Zu zeigen
ist s’ |=B.




Regel zur Verstarkung der Vorbedingung

FA'=>A  F{A}c{B}

F{A’}c{B}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Es gelte s |= A’. Des Weiteren gelte C[cI(s) =s’. Zu zeigen
ist s’ |=B. Mit |= A’ = A erhalt man zunachst s |= A. Mit |= {A}c{B} daraufhin s’ |=B.O




Regel zur Abschwachung der Nachbedingung

F{A}c{B} FB=>B
F{A}c{B}




Regel zur Abschwachung der Nachbedingung

F {A}c{B} FB=B’

F{A}c{B'}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[c](s) = s’. Zu zeigen
ists’ |=B’.




Regel zur Abschwachung der Nachbedingung

F{A}c{B} FB=>B
F{A}c{B}

Beweis ihrer Giiltigkeit. Es gelte s |= A. Des Weiteren gelte C[c](s) = s’. Zu zeigen
ist s’ |=B’. Mit |= {A}c{B} erhalt man zunachst s’ |= B. Mit |= B = B’ erhalt man
daraufhin s’ = B’. 0.




Ersetzungsregeln

FAA  F{A}c{B} F+BeB  F{A}c{B}
F{A’}c{B} ' F{A}c{B’}




Ersetzungsregeln

FAS A F {A}c{B} BB’ F {A}c{B}

F{A’}c{B} F{A}c{B’}

Beweis. Folgt unmittelbar aus der Regel zur Verstarkung der Vorbedingung bzw.
Abschwachung der Nachbedingung. O




Verifikation des ersten Programms




Gesucht ist ein Beweis des Tripels:

{n=>0}

y :=1; k :=n;
while not k = 0 do
y*X;

k -1

y
k

end
{y=x"}




Vermittels der Regel zur Zuweisung - zuzlglich Reflexivitat der Gleichheit und der
Ersetzungsregel - ergibt sich erst einmal die Ableitung:

Fn>20=n>0A1=1 F{n=0Al=1}y :=1{n>0Ay=1}

F{n>0}y :=1{n>0Ay=1}




Vermittels der Regel zur Zuweisung - zuzlglich Reflexivitat der Gleichheit und der
Ersetzungsregel - ergibt sich erst einmal die Ableitung:

Fn>20=n>0A1=1 F{n=0Al=1}y :=1{n>0Ay=1}
F{n>0}y :=1{n>0Ay=1}

Wir flgen bereits ermittelte Zusicherungen in den Quelltext ein:

{n>0}

y :=1; k :=
{k=0Ay=1
while not k = 0 do

n;




Die Zielfiihrende Schleifeninvariante ist hier y = x"~K. Vor der Schleife gilt ja n = k. Mit
x% = 1 kommt man somit auf y = 1. Beziiglich 0° := 1 gilt dies auch im Fall x = 0.




Die Zielfiihrende Schleifeninvariante ist hier y = x"~K. Vor der Schleife gilt ja n = k. Mit
x% = 1 kommt man somit auf y = 1. Beziiglich 0° := 1 gilt dies auch im Fall x = 0.

Wir durchziehen das Programm nun gemaB den Regeln sukzessive mit Zusicherungen
und gelangen daraufhin zum Abschluss der Verifikation:

{n>0}

y :=1; k :=n;
{k=20Ay=1Ay=x"k}
while not k = 0 do

{y=x"*}
{y -x=x"k.x}
y 1=y
{y - xn—k X = Xn—(k—l)}
k :=k -1
{y=x""¥}
end
{y=x"kAk=0}
{y=x"}



Verifikation des zweiten Programms




Gesucht ist der Beweis von:

{n>0}
y :=1; a := x; k :=n;
while 2 <= k do

q := k/2; r = k - 2xq;
if r = 1 then y := yxa else skip end;
k :=q; a := axa

end;

if k = 1 then y := yxa else skip end
{y=x"}




Gesucht ist der Beweis von:

{n>0}
y :=1; a := x; k :=n;
while 2 <= k do

q := k/2; r = k - 2xq;
if r = 1 then y := yxa else skip end;
k :=q; a := axa
end;
if k = 1 then y := yxa else skip end
{y=x"}

Wir betrachten das Programm zunachst vom Ende aus. Dort findet sich das Tripel

{(y=x"Ak=0)v(y-a=x"ak=1)}
if k = 1 then y := y*a else skip end
{y=x"}.

Nimmt man bei der Vorbedingung namlich die Fallunterscheidung in die beiden Seiten
der Disjunktion vor, gelangt man in beiden Fallen zur Nachbedingung.



Am Anfang der Schleife gilt ak = x", was etwas mit der Schleifeninvariante zu tun haben
konnte. Ist diese Gleichung so modifizierbar, dass unter ihr die Zusicherung

(y=x"Ak=0)v(y-a=x"ak=1)

gilt?




Am Anfang der Schleife gilt ak = x", was etwas mit der Schleifeninvariante zu tun haben
konnte. Ist diese Gleichung so modifizierbar, dass unter ihr die Zusicherung

(y=x"Ak=0)v(y-a=x"ak=1)
gilt? Ja, ndmlich zu y - ak = x", denn

imFallk=0gilty-ak=y,

imFallk=1gilty-ak=y-a.




Am Anfang der Schleife gilt ak = x", was etwas mit der Schleifeninvariante zu tun haben
konnte. Ist diese Gleichung so modifizierbar, dass unter ihr die Zusicherung

(y=x"Ak=0)v(y-a=x"ak=1)
gilt? Ja, ndmlich zu y - ak = x", denn

imFallk=0gilty-ak=y,

imFallk=1gilty-ak=y-a.

Die Gleichung y - ak = x" gilt ebenfalls vor der Schleife, da dort y = 1 ist. Tatsachlich
stellt sie eine zielfUhrende Schleifeninvariante dar. Es verbleibt also zu bestatigen, dass
sie auch am Ende des Schleifenrumpfs gilt.




Am Anfang der Schleife gilt ak = x", was etwas mit der Schleifeninvariante zu tun haben
konnte. Ist diese Gleichung so modifizierbar, dass unter ihr die Zusicherung

(y=x"Ak=0)v(y-a=x"ak=1)
gilt? Ja, ndmlich zu y - ak = x", denn

imFallk=0gilty-ak=y,

imFallk=1gilty-ak=y-a.

Die Gleichung y - ak = x" gilt ebenfalls vor der Schleife, da dort y = 1 ist. Tatsachlich
stellt sie eine zielfUhrende Schleifeninvariante dar. Es verbleibt also zu bestatigen, dass
sie auch am Ende des Schleifenrumpfs gilt.

Zunachst ergibt sich

{y-ak=x"}
q :=k/2; r =Kk
{y.ak=x”/\q=L§J/\r=k—2q}.




Wegen r € {0, 1} findet sich bei der Verzweigung nun

{y-ak=x”Aq=[§JAr=k—2q}

if r = 1 then y := yxa else skip end
{((y-akT=x"Ar=1)v(y-ak=x"Ar=0))Ar=k—2q}.




Wegen r € {0, 1} findet sich bei der Verzweigung nun
{y-ak=xn Aq:L;J/\ r=k—2q}
if r = 1 then y := yxa else skip end
{((y-akT=x"Ar=1)v(y-ak=x"Ar=0))Ar=k—2q}.
Die lange Nachbedingung kann man kompakter fassen als

y-ak T=x"Ar=k-2q,

wobei sich des Weiteren k— r = 2q ergibt.




Wegen r € {0, 1} findet sich bei der Verzweigung nun
{y-ak=x" qu[‘%J/\ r=k—2q}
if r = 1 then y := yxa else skip end
{((y-akT=x"Ar=1)v(y-ak=x"Ar=0))Ar=k—2q}.

Die lange Nachbedingung kann man kompakter fassen als
y-ak T=x"Ar=k-2q,

wobei sich des Weiteren k— r = 2q ergibt.

Zum Rest des Schleifenrumpfs findet sich somit schlieBlich

{y-a?d=x"}
k :=q
{y-a?=x"}
a = ax*xa
{y-ak=x"}.

Quod erat demonstrandum.



Maschinengestiitzte Formalisierung des Kalkiils




Im Anschluss will ich noch eine Formalisierung der Uberlegungen in Coq ausfiihren. Dies
setzt allerdings Grundwissen Uber die Sprache Gallina voraus, und wie logisches
SchlieBen vermittels Taktiken ablauft.

Der vollstandige Quelltext findet sich im Anhang. Um den Ablauf der Beweise zu
betrachten, muss CoqlDE genutzt werden.




Wir indizieren die Programmvariablen durch die naturlichen Zahlen.
Hierbei steht Loc 0, loc 1, loc 2 usw. flr Xg, X1, X2 USW.

Ein Zustand stellt sich daher schlicht als Funktion s: N — Int dar. Fir die ganzen Zahlen
Int verwenden wir hierbei den Typ Z aus ZArith.

Require Import ZArith.ZArith.
Require Import Bool.Bool.

Definition Loc := nat.
Definition State := Loc -> Z.




Als nachstes erfolgt die Erklarung der Sprache IMP vermittels induktiver Tyen.
Die Division will ich der Pragnanz halber erst einmal entfallen lassen. Wir kénnen sie spater ggf. nachtragen.

Inductive
| int (n:
| loc (X:
| add (al
| sub (al
| mul (al

Inductive
| btrue

| bfalse

| beq (al
| ble (al
I
|
I

bnot (b:
band (bl b2: Bexpr)
bor (bl b2: Bexpr).

Aexpr :=
Z)

Loc)

a2: Aexpr)
a2: Aexpr)
a2: Aexpr).
Bexpr :=
a2: Aexpr)
a2: Aexpr)
Bexpr)

Inductive Com :=

Skip

Assign (X: Loc) (a: Aexpr)
Seq (cl c2: Com)

If (b: Bexpr) (cl c2: Com)
While (b: Bexpr) (c: Com).



Nun die Auswertungsfunktionen A, B. Fur die Werte von B nehmen wir bool statt Bexpr,
weil dieses bereits Funktionalitat zum Argumentieren mit sich bringt.

Fixpoint evA (a: Aexpr) (s: State): Z :=
match a with
| int n =>n
| loc X => s X
| add al a2 => evA al s + evA a2 s
| sub al a2 => evA al s - evA a2 s
| mul al a2 => evA al s * evA a2 s
end.

Fixpoint evB (b: Bexpr) (s: State): bool :=
match b with
| btrue => true
| bfalse => false
| beq al a2 => Z.eqb (evA al s) (evA a2 s)
| ble al a2 => Z.leb (evA al s) (evA a2 s)
| bnot b => negb (evB b s)
| band bl b2 => andb (evB bl s) (evB b2 s)
| bor bl b2 => orb (evB bl s) (evB b2 s)
end.



Es ware nun denkbar, die Terme und Formeln der Zusicherungssprache ebenfalls
vermittels induktiver Typen zu erklaren. Dies fuhrt allerdings zu einem Rattenschwanz
von Umstandlichkeiten, da es zu einer sogenannten tiefen Einbettung des logischen
Systems fuhrt. Wir mussten, wie fur jede neue logische Sprache, einen Kalkul des
natlrlichen SchlieBens formulieren und streng genommen auch noch dessen
Korrektheit beweisen.




Es ware nun denkbar, die Terme und Formeln der Zusicherungssprache ebenfalls
vermittels induktiver Typen zu erklaren. Dies fuhrt allerdings zu einem Rattenschwanz
von Umstandlichkeiten, da es zu einer sogenannten tiefen Einbettung des logischen
Systems fuhrt. Wir mussten, wie fur jede neue logische Sprache, einen Kalkul des
natlrlichen SchlieBens formulieren und streng genommen auch noch dessen
Korrektheit beweisen.

Wir unternehmen stattdessen den Ansatz, die Zusicherungen als Pradikate darzustellen,
die Zustande als Argument bekommen. Eine Zusicherung A sei also eine Funktion

A: State — Prop.




Es ware nun denkbar, die Terme und Formeln der Zusicherungssprache ebenfalls
vermittels induktiver Typen zu erklaren. Dies fuhrt allerdings zu einem Rattenschwanz
von Umstandlichkeiten, da es zu einer sogenannten tiefen Einbettung des logischen
Systems fuhrt. Wir mussten, wie fur jede neue logische Sprache, einen Kalkul des
natlrlichen SchlieBens formulieren und streng genommen auch noch dessen
Korrektheit beweisen.

Wir unternehmen stattdessen den Ansatz, die Zusicherungen als Pradikate darzustellen,
die Zustande als Argument bekommen. Eine Zusicherung A sei also eine Funktion

A: State — Prop.

Die Variante des Zustandes s wird auf die Ubliche Weise erklart. Im Folgenden steht
variant s X nalso flr s[X :=n] bzw. s[n/X].

Definition variant (s: State) (X: Loc) (n: Z): State :=
fun Y => if Nat.egb X Y then n else s Y.




Die Auswertungsfunktion C ist wie gesagt eine partielle. Als Folge dessen tut sich das
Problem auf, dass ihre Implementierung unmaéglich wird, da in der Typentheorie nur
solche Rekursionen fassbar sind, deren Terminierung geklart ist.

Wir l16sen dieses Problem in zwei Schritten. Erstens wird die partielle Funktion C als
Relation formuliert. Statt C[ c1(s) = s’ notieren wir also C[c](s)(s’) bzw. evC c s s'.
Zweitens beschranken wir die rekursive Auswertung der Schleife Uber eine rekursive
Konstruktion iter auf eine maximale Tiefe N. Da nicht klar ist, wie groB N bei

C[while b do c end](s)(s")

mindestens sein muss, wird lediglich die Existenz von N gefordert.




Fixpoint iter (ev: State -> State -> Prop)

(N: nat) (b: Bexpr) (s sl: State): Prop :=
match N with

| © => False
| SN =>if evB b s then

exists sO, ev s s@ /\ iter ev N b s0 sl
else sl = s

end.

Fixpoint evC (c: Com) (s sl: State): Prop
match c with
| Skip => s1 = s
| Assign X a => sl = variant s X (evA a s)
| Seq cl c2 => exists s0, evC cl s sO /\ evC c2 sO sl

| If b cl c2 => if evB b s then evC cl s sl else evC c2 s sl
| While b ¢ => exists N, iter (evC c) N b s sl
end.




Nun kommen die Erklarungen zur Gultigkeit von Zusicherungen.

Definition Assertion := State -> Prop.
Definition sat (s: State) (A: Assertion): Prop := A s.

Definition valid (A: Assertion) (c: Com) (B: Assertion) :=
forall s, sat s A -> forall sl1, evC ¢ s sl -> sat sl B.

Definition subst (A: Assertion) (X: Loc) (a: Aexpr): Assertion :=
fun s => A (variant s X (evA a s)).
Diese Festlegungen sind folgendermaBen zu verstehen:
m Es steht sat s A fir die Erflillung s |= A.
m Es steht valid A c B fiur die Gultigkeit des Tripels {A}c{B}.

m Es steht subst A X a fur die Substitution A[X := a], die direkt als
s— A(s[X := AL all(s)]) definiert wird, insofern die Formel von A verborgen bleibt
und das Substitutionslemma somit entfallen muss. Die beiden A sind von unterschiedlicher

Bedeutung - das zweite steht fur evA, siehe oben.




Die Formalisierung des Beweises der Giiltigkeit der jeweiligen Schlussregel kann nun
unternommen werden.

Zum leeren Kommando findet sich:

Theorem skip_intro_is_valid A:
valid A Skip A.
Proof.
unfold valid. intros s hs. intros sl hsl.
simpl evC in hsl. rewrite hsl. exact hs.
Qed.

Zur Zuweisung findet sich:

Theorem assign_intro_is_valid A X a:
valid (subst A X a) (Assign X a) A.
Proof.
unfold valid. intros s hs. intros sl hsl.
simpl evC in hsl.
unfold sat in hs. unfold subst in hs.
rewrite hsl. exact hs.
Qed.




Zur Sequenz von Kommandos findet sich:

Theorem seq_intro_is_valid A B C cl c2:
valid A c1 B -> valid B c2 C -> valid A (Seq cl c2) C.
Proof.
intros hl h2. unfold valid. intros s hs. intros s2 hs2.
simpl evC in hs2.
destruct hs2 as (sl1, (hll, hl12)).
unfold valid in hl. unfold valid in h2.
assert (hl := hl s hs sl hll)
exact (h2 s1 hl s2 hl12).
Qed.




Zur Verzweigung findet sich:

Definition Conj (A: Assertion) (b: Bexpr) :=
fun s => sat s A /\ evB b s = true.

Theorem if_intro_is_valid A b C cl1 c2:
valid (Conj A b) cl C -> valid (Conj A (bnot b)) c2 C ->
valid A (If b cl1 c2) C.
Proof.
intros hl h2. unfold valid. intros s hs sl hsl.
simpl evC in hsl.
destruct (evB b s) eqn:heq.
* unfold valid in hl. apply (hl s).
- unfold sat. unfold Conj. rewrite heq.
exact (conj hs (eq_refl true)).
- exact hsl.
* unfold valid in h2. apply (h2 s).
- unfold sat. unfold Conj.
simpl evB. rewrite heq. simpl.
exact (conj hs (eq_refl true)).
exact hsl.

Qed.




Zur Schleife findet sich:

Theorem while_intro_is_valid A b c:
valid (Conj A b) c A -> valid A (While b c) (Conj A (bnot b)).
Proof.
intro h. unfold valid. intros s hs. intros s2 hs2.
simpl evC in hs2. destruct hs2 as (N, hiter).
revert s s2 hs hiter.
induction N as [| N ih].
* intros s s2 hs hiter. simpl iter in hiter.
exfalso. exact hiter.
* intros s s2 hs hiter. simpl iter in hiter.
destruct (evB b s) eqgn:heq.
- destruct hiter as (sl1l, (hll, hl2)).
apply (ih s1 s2). clear ih.
-- unfold valid in h. apply (h s). clear h.
--- unfold sat. unfold Conj. exact (conj hs heq).

--- exact hll.
-- exact hl2.
- rewrite hiter. unfold sat. unfold Conj. split.
-- exact hs.

-- simpl evB. rewrite heq. simpl. reflexivity.

Qed.




Zur Verstarkung der Vorbedingung findet sich:

Theorem strengthen_precondition_is_valid {Al A2 B c}:
(forall s, A2 s -> Al s) -> valid Al ¢ B -> valid A2 c B.
Proof.
intros hl h2. unfold valid. intros s hs sl hsl.
unfold sat in hs. apply (hl s) in hs. clear hl.
unfold valid in h2. apply (h2 s).
* unfold sat. exact hs.
* exact hsl.
Qed.

Zur Abschwachung der Nachbedingung findet sich:

Theorem weaken_postcondition_is_valid {A Bl B2 c}:

(forall s, B1 s -> B2 s) -> valid A ¢ B1 -> valid A c B2.
Proof.

intros hl h2. unfold valid. intros s hs sl hsl.

unfold sat. apply (hl sl1). clear hl.

fold (sat sl Bl). unfold valid in h2. apply (h2 s)

* exact hs.

* exact hsl.
Qed.




Kurzes Anwendungsbeispiel

Beweis der Gultigkeit des Tripels {x =0} x := x + 1 {x=1}.




Kurzes Anwendungsbeispiel

Beweis der Gultigkeit des Tripels {x =0} x := x + 1 {x=1}.

Module Examplel.
Open Scope Z scope.
Definition x: nat := 0.

Goal valid
(fun s => s x = 0)
(Assign x (add (loc x) (int 1)))
(fun s => s x = 1).
Proof.
assert (hl := assign_intro_is_valid
(fun s => s x = 1) x (add (loc x) (int 1))).
unfold subst in hl. unfold variant in hl. simpl in hl.
assert (h2: forall s, s x =0 ->s x+1=1). {
intros s heq. rewrite <- (Z.add_cancel_r _ _ 1) in hegq.
simpl in heq. exact heq.

exact (strengthen_precondition_is_valid h2 hl).
Qed.
End Examplel.
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Anlagen

m |MP-Interpreter — FUhrt ein IMP-Programm gemaf der denotationellen Semantik aus.
In Python verfasst, in unter 300 Zeilen Quelltext.

m Quelltext der formalisierten Beweise.



https://github.com/JohnBSmith/misc/tree/master/cs/imp
https://github.com/JohnBSmith/misc/tree/master/cs/imp/proofs
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