Verifikation probalistischer Programme




Im Folgenden sei random(a, b) ein Zufallszahlengenerator, der auf {a,...,b}
gleichverteilte Zufallszahlen liefert.




Im Folgenden sei random(a, b) ein Zufallszahlengenerator, der auf {a,...,b}
gleichverteilte Zufallszahlen liefert.

Betrachten wir hierzu nun das Programm:

while not x <= 2 do
X := random(1l, 6)
end

Bei Terminierung des Programms haben wir P(x = 1) = % und P(x =2) = %

Aber wie wird dies formal bewiesen? Es mag ja Programme geben, die so kompliziert
sind, dass nicht mehr klar ersichtlich ist, welche Verteilung ihre Ausgaben haben.




Probalistische denotationelle Semantik




Bei einem gewdhnlichen Kommando ¢ gab es einen deterministischen Ubergang vom
Zustand s € S in den Zustand s’ = C[ c]I(s). Bei der Zuweisung einer zuféllig gewahlten
Zahl trennt sich der Pfad nun aber auf, wobei den erreichbaren Zielzustanden eine
positive Wahrscheinlichkeit zukommt. Ziel des Ubergangs ist so gesehen eine
ZufallsgroBe Y, wobei ein Zustand s’ mit der Wahrscheinlichkeit P(Y = s’) erreicht wird.
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Sagen wir, bereits der Startzustand X sei eine ZufallsgroRe, die zunachst die
Einheitsmasse in einem Zustand s € S haben kann. Zu einem gewéhnlichen Kommando
¢ gehort die Funktion f: S — S mit f(s) := C[ c](s), das die Transformation Y = f(X) fur
ZufallsgroRen X, Y induziert.
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Sagen wir, bereits der Startzustand X sei eine ZufallsgroRe, die zunachst die
Einheitsmasse in einem Zustand s € S haben kann. Zu einem gewéhnlichen Kommando
¢ gehort die Funktion f: S — S mit f(s) := C[ c](s), das die Transformation Y = f(X) fur
ZufallsgroRen X, Y induziert.

Wir definieren daher die Menge der Massefunktionen als

M:={p:SU{l}>R| > p(s)=1}.
seSu{l}

Der probalistische Ubergang zu einem Kommando erklart sich nun als Funktion
D: Com— (M- M),

die die Transformation der Massefunktion durch das Kommando beschreibt.
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Demnach ergibt sich fir jedes Kommando ¢ mit deterministischer Ubergangsfunktion
C[I c] bezuglich p(s) = P(X = s) der induzierte probalistische Ubergang

DIcI(P)s) =P(CIcI(X)=s)= >, PX=s)= >  p(s).

s: CIcI(s)=s" s: CIcl(s)=s"

Die Beziehung gilt, wie gesagt, allerdings nur fir die Kommandos, die random nicht
enthalten. Wir missen daher noch den Ubergang bei allgemeinen Kommandos klaren.




Zu einer Sequenz c; ¢’ gilt offenbar analog
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Zu einer Sequenz c; ¢’ gilt offenbar analog

DI c;c’1(p) = DI’ T(DLcI(p))-

Wir kdnnen nachrechnen, dass dies nicht der zuvor gemachten Feststellung im Fall
deterministischer Kommandos ¢, ¢’ widerspricht.

Dazu sei f:=C[c] und g :=C[[c’]. Zu zeigen gilt

DI I E > pis)= Y, > p(s) E DICTOIIP)E).
se(gef)71({s”})  s’eg™l({s”}) sef~1({s'})




Es findet sich
D p)=P(geNX)=5")=Px((g° /) ({s”" 1) =Px(F (g ({s”" 1))
se(gof)~1({s"”})
=Px( Usregrsry M =PxUg cgr sy U = D0 PxTHHS' M),

s’eg~1({s"})

weil Urbilder disjunkter Zerlegungen wieder solche sind. Und weiter

PxUTUS D) =Px(UseprqoptsD = 25 Px(s))
sef~1({s'}

mit Px({s}) = P(X~1({s})) = P(X = s) = p(s).




Beziiglich einem booleschen Ausdruck b sei

p(s), wenn B[ b](s) = true,
0 sonst.

(b7p)(s) :=[BILbI(s)]p(s) = {

Es sollte gelten

D[ if b then c else ¢’ end](p) = DI cI(b?p) + DIc’TI(—=b?p).




Beziiglich einem booleschen Ausdruck b sei

(b?p)(s) := [BIbLI(S)Ip(s) = {g(S), ;voennsr;.B[[b]](S) = true,
Es sollte gelten
DL if b then c else ¢’ end](p) = DL c1(b?p) + DLc'T(~b7p).

Rechnen wir wieder nach, dass dies nicht dem Sachverhalt fiir deterministische
Kommandos ¢, ¢’ widerspricht. Zu zeigen ist also

> pe)= > [BIbI®IpS)+ >, [BI-bI(s)Ip(s)
sef~1({s'} seClcl~1({s'}) seClc’I71({s'})

beziglich f(s) := C[if b then c else ¢’ end](s).




Es findet sich
> p(s)=[f(s)=5"1p(s)

SGfﬁl(S’) s

= > [€Le1s) = 5" A BILIEN v (CIEI(S) =5 A ~BIBT(N |p(s)

=Z([C[[C]](S) =s'1[BIbI(s)] + [CLc'T(s) = S’][-BIIb]](S)])p(S)
=Y [CIcl(s) = s'1[BIbI(s)]p(s) + Y [CLc T(s) = s 1[ =B bI(s)]p(s)

= > [BIbI)ps)+ >, [=BIbI(s)Ip(s).
seCLcI1({s'}) seCLc’T1({s'})




Zur randomisierten Zuweisung Uberlegt man sich
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Wir prifen, ob dies plausibel ist. Ist p die Einheitsmasse im Zustand sgp, also
p(s) :=[s =so], muss sich die Massefunktion der Gleichverteilung auf den mdéglichen
Zuweisungen ergeben.




Zur randomisierten Zuweisung Uberlegt man sich

1
D[ X := random(a, b)I(p) = Z DI X :=kT1(p).

Wir prifen, ob dies plausibel ist. Ist p die Einheitsmasse im Zustand sgp, also
p(s) :=[s =so], muss sich die Massefunktion der Gleichverteilung auf den mdéglichen
Zuweisungen ergeben. Es findet sich

1 1
S ZD[[X —k]](p)(s)—ﬁZZ[C[[x = k1(s) = s"1p(s)
= GHZ[C[[X—k]](sO)—s]—b — 1Z[so[X—k]—s]

1
=——[s’e{so[X:=k]|a< k<b}].
b—a+1




Die while-Schleife mag man als iterierte if-Anweisung auffassen, also
while b do c end

als Lésung ¢’ der Rekurrenz

¢’ =1if b thenc;c’ else skip end.




Die while-Schleife mag man als iterierte if-Anweisung auffassen, also
while b do c end
als Lésung ¢’ der Rekurrenz

¢’ =1if b thenc;c’ else skip end.

Diesbezliglich erhalt man die Rekurrenz

DIc’T(p) =Dl c; c’1(b?p) + DI skipl(—b?p)
=D[c’I(DLc1(b?p)) + (—b7?p).




Ende.
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